
Предисловие

Клетчатый лист бумаги –– объект, знакомый каждому ре-

бёнку. Но также это очень благодатная почва для иллюстра-

ции большого количества математических идей. Задачи про

клетки и таблицы очень разнообразны, а их сложность ва-

рьируется от очень простых до самых сложных. При этом на

уроках математики такие задачи встречаются довольно редко,

а на различных математических олимпиадах и конкурсах они

бывают частыми гостями.

Автор был бы рад, если бы задачи этой книги появились

не только на занятиях кружков, но и в школьных классах.

Так, например, задачи первого занятия «Магические фигуры»

решаются подсчётом двумя способами некоторой величины.

Идейно их хорошо порешать перед тем, как решать тексто-

вые задачи с помощью составления уравнений, ведь составить

уравнение –– это и значит выразить одну и ту же величину

двумя способами!

В этой книге собраны занятия, призванные раскрыть неко-

торые важные идеи и методы в применении к клетчатым

листам и таблицам. Вот некоторые из них:

–– подсчёт двумя способами одной и той же величины;

–– инвариант;

–– идеи чётности и делимости;

–– уравнения в целых числах;

–– вспомогательные разбиения;

–– выбор областей;

–– чередование.

Многие из этих идей распространяются далеко за пределы

клетчатых объектов, и знакомство с ними может быть очень

полезно для дальнейшего изучения математики.

Помимо знакомства с красивыми идеями, ученик, решаю-

щий задачи этой книги, начиная с самого первого занятия,

последовательно развивает и оттачивает свои комбинаторные

(в широком смысле этого слова) навыки.
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Материал этой книги разбит на 9 занятий. Первые пять

из них доступны школьникам 5––6 классов. Это следующие

занятия.

–– Магические таблицы.

–– Разрезания и делимость.

–– Оценка + пример.

–– Шахматная раскраска –– 1.

–– Шахматная раскраска –– 2.

Следующие два занятия рассчитаны на 6––7 классы. Вот

эти занятия.

–– Периметры.

–– Перекрашивания в противоположный цвет.

Последние два занятия скорее предназначены для учеников

7––8 классов, хотя со многими задачами этих занятий может

справиться и сильный шестиклассник. Вот эти занятия.

–– Выбор областей и вспомогательные разбиения.

–– Целочисленные уравнения и неравенства.

Разбиение по классам, конечно, условно. Независимо от

возраста, для начинающего своё знакомство с кружковой ма-

тематикой школьника могут оказаться очень полезны и пер-

вые занятия. А искушённый олимпиадной математикой пя-

тиклассник может попробовать свои силы в более сложных

занятиях.

В эту книгу не вошли занятия по методу вспомогатель-

ной раскраски, который можно прекрасно проиллюстрировать

на клетчатых объектах. Этому методу в серии «Школьные

математические кружки» планируется посвятить отдельную

книгу.

Задачи каждого занятия идут в порядке возрастания слож-

ности.

Первые задачи хороши для совместного обсуждения со

школьниками. В них на примерах раскрываются ключевые

идеи занятия, которые в дальнейшем помогут детям самосто-

ятельно решать задачи. Автор рекомендует не сразу разбирать

задачи перед всем классом, а вместо этого вести дискуссию

с учениками, обсуждать предложенные детьми варианты ре-

шений. Можно попросить ученика рассказать решение задачи

у доски. Если в решении есть какие-то ошибки или неточно-

сти, полезно попросить класс найти их.
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Постепенно усложняясь, задачи требуют от ученика всё

большей сообразительности. Автор предпочитает принимать

большинство задач устно, однако это не всегда возможно. Ес-

ли задачи простые, можно просто не успевать за школьника-

ми. В этом случае разумно попросить детей записать решение.

Или можно назначить проверяющими учеников, которые уже

решили эти задачи (естественно, с согласия последних). Хоро-

шо с некоторой периодичностью обсуждать решение важных

(с точки зрения учителя) задач с классом, нужно только зара-

нее предупредить, что будет обсуждаться определённая задача,

чтобы дети успели подумать над ней.

К каждому занятию приводятся дополнительные задачи

для повторения и углубления. Они отнесены в отдельную гла-

ву в конце книги. Среди задач этой группы встречаются как

довольно простые задачи-упражнения, так и задачи повышен-

ной сложности. Из дополнительных задач можно составить

ещё занятие на данную тему, если учитель сочтёт это по-

лезным. Сложные задачи можно предложить детям, которые

справились с основной частью, или усилить за их счёт за-

нятие, если оно недостаточно сложно для группы. Из допол-

нительных задач можно составить необязательное домашнее

задание для мотивированных школьников или использовать

часть из них для внутренней олимпиады кружка.

Бо́льшая часть задач приведены с подсказками, в неко-

торых задачах указан путь к решению. Все задачи снабже-

ны подробными решениями. Это позволит заинтересованному

школьнику заниматься по книжке самостоятельно, а учителю

поможет сэкономить время на подготовку к уроку. Иногда

приводится несколько разных решений одной задачи. К неко-

торым задачам помимо решений приведены комментарии.

В частности, иногда предлагается правдоподобное на первый

взгляд, но неверное решение, в котором нужно найти ошибку.

Иногда обсуждаются некоторые следствия решения, что позво-

ляет расширить понимание метода и задачи. Такие дискуссии

с детьми очень полезны и помогают ученикам более глубоко

погрузиться в материал.

В конце книжки все занятия представлены в виде разда-

точных материалов. При желании учитель может использо-

вать только часть предложенных занятий, использовать эти
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занятия для более старших или более младших школьников,

поменять порядок их изучения и т. д.

Благодарности. В первую очередь автор благодарен А. В. Ша-

повалову за проявленное терпение, большое количество пред-

ложенных задач и детальные обсуждения занятий. В част-

ности, в занятии про периметры им предложена сама идея

занятия и во многом сформировано его содержание.

В обсуждении первого занятия по шахматной раскраске

участвовал А. А. Марачёв, в связи с чем автор выражает ему

свою признательность.

6



Занятие 7

Перекрашивания в противоположный цвет

Мы будем рассматривать раскраски клетчатых досок в два цвета.

Задаётся список областей (часто это строки и столбцы, но бывают

и другие). За ход разрешено во всех клетках области поменять все

цвета на противоположные. Спрашивается, можно ли такими хода-

ми из одной заданной раскраски получить другую. Способ решения

зависит от ответа.

Нет. Ответ «нет» чаще всего получают с помощью инварианта.

Напомним, что инвариант –– это что-то (обычно величина) связан-

ное с раскраской и не меняющееся в процессе разрешённых ходов.

В этом занятии инвариантом чаще всего будет чётность числа чёрных

клеток на всей доске (задача 7.1 б)) или в специально выбранной

области (задачи 7.2, 7.4, 7.6, 7.7). Из стартовой раскраски можно

получать только раскраски с тем же значением инварианта. Если

у финальной раскраски значение другое, её получить нельзя.

Да. При ответе «да» в простых случаях предъявляют цепочку

перекрашиваний (задача 7.1 а)). В сложных случаях цепочка велика

и её описывают. Помогает такой приём: цепочку разбивают на груп-

пы шагов, при этом каждая группа добивается частичного, но нагляд-

ного улучшения. Если однотипная группа встречается несколько раз, её

оформляют как подпрограмму. Чаще всего подпрограмма меняет цвет

всего одной клетки (см. задачи 7.3, 7.5, 7.8). Пусть она применима

к любой клетке. Тогда можно из стартовой раскраски получить лю-

бую другую, просто перекрашивая клетки по одной. При выполнении

подпрограммы нам придётся затрагивать и другие клетки. Достаточно

проследить, чтобы у нужной клетки цвет сменился нечётное число раз,

а у остальных клеток –– чётное. Заметим, что такой подпрограммы не

может быть, если есть инвариант, сохраняющий чётность. Но тогда

стоит поискать подпрограмму, меняющую цвет пары клеток.

Задача 7.1. Дана квадратная таблица 4×4, каждая клетка

которой покрашена в чёрный или белый цвета (см. рисун-

ки). За один ход разрешается поменять все цвета в любой

а) б)
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строке или любом столбце на противоположные. Можно ли за

несколько ходов получить одноцветную доску?

а) Ответ: можно.

Решение. Например, поменяем сначала цвета в централь-

ных столбцах, а потом в верхней и нижней строках.

б) Подсказка. Какие значения может принимать количе-

ство чёрных клеток на доске? Как одна операция меняет это

количество?

Ответ: нельзя.

Решение. Заметим, что при каждой операции чётность ко-

личества чёрных клеток на доске не меняется. Действительно,

если в полоске было 0 чёрных клеток, то станет 4, если 1 ––

то 3, если 2 –– то 2, если 3 –– то 1, если 4 –– то 0. Таким об-

разом, количество чёрных клеток изменяется на чётное число.

Но изначально закрашено нечётное число клеток, значит, ни 0,

ни 16 чёрных клеток получиться не может.

Задача 7.2. Дана квадратная таблица 4 × 4,

каждая клетка которой покрашена в чёрный

или белый цвета (см. рисунок). За один ход

разрешается поменять все цвета в любой строке

или любом столбце на противоположные. Мож-

но ли за несколько ходов получить одноцветную доску?

Подсказка. Приём с чётностью закрашенных клеток для

целой доски не срабатывает. Но может быть, он сработает для

какой-то её части?

Ответ: нельзя.

Решение. Рассмотрим верхний правый квадрат 2×2. В нём

три чёрные клетки. Докажем, что чётность числа чёрных кле-

ток в этом квадрате не изменится. Каждая полоска либо пе-

ресекает наш квадрат по двум клеткам, либо вообще не пе-

ресекает. Как изменяется количество чёрных клеток? Если

их в пересечении квадрата и полоски было x, то будет 2− x

(просто чёрными станут все белые клетки). Значит, чётность

числа чёрных клеток не поменялась. Тогда в этом квадрате

всегда будет нечётное число чёрных клеток, и нам не удастся

сделать одноцветным даже верхний правый квадрат.

Задача 7.3. Клетки доски 7×7 покрашены в чёрный и бе-

лый цвета. За одну операцию можно поменять все цвета на

противоположные в любом трёхклеточном уголке.
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а) Изначально верхняя левая клетка чёрная, а остальные

клетки белые. Докажите, что можно сделать белым весь квад-

рат 7×7.

б) Изначально одна клетка чёрная, а все остальные клетки

белые. Всегда ли можно сделать белым весь квадрат 7×7?

в) Изначальная раскраска доски –– шахматная. Можно ли

перекрасить верхнюю левую клетку, не поменяв цвета осталь-

ных клеток?

г) Докажите, что из любой раскраски доски можно полу-

чить шахматную.

а) Решение. Можно поменять цвет угловой клетки, не ме-

няя цвета остальных клеток. На примере показано изменение

цвета угловой клетки. Каждым действием мы перекрашива-

ем три отмеченные крестиками клетки, цвет клеток показан

после перекрашивания.

×

× ×

×

×

×

××

×

б) Ответ: всегда.

Решение. Выберем квадрат 2×2, содержащий чёрную клет-

ку, и перекрасим три уголка квадрата, содержащие эту клет-

ку.

◮ Дети, скорее всего, заметят, что «можно делать так же,

как в п. а)». При обсуждении этого пункта нужно отметить,

что у нас есть подпрограмма перекрашивания единственной

чёрной клетки в квадрате 2×2. ◭

в) Ответ: можно.

Решение. Выберем квадрат 2×2, содержащий верхнюю ле-

вую клетку. Перекрасим три уголка квадрата, содержащие

эту клетку.

В результате указанных действий цвет нашей клетки по-

менялся трижды (а значит, изменился), цвета клеток квадра-

та 2 × 2, соседних с нашей по стороне, поменялись дважды

(а значит, не изменились), цвета остальных клеток не меня-

лись.

◮ Дети опять видят, что «можно делать так же, как в п. а)».

При обсуждении мы фиксируем, что наша подпрограмма фак-

тически меняет цвет одной клетки в квадрате 2×2, не меняя
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остальных. При доказательстве всплывает соображение чётно-

сти числа перекрашиваний. Cформулируем его в общем виде:

«Если клетку перекрашивают чётное число раз, то её цвет не

меняется, а если нечётное, то меняется». ◭

◮ Полезный вопрос: а если перекрашивания выполнять

в другом порядке? Оказывается, это не влияет на результат.

Ведь чётность перекрашиваний каждой клетки в итоге будет

такой же. ◭

г) Решение. Применим подпрограмму для каждой клетки,

у которой цвет отличается от цвета соответствующей клетки

при шахматной раскраске.

◮ Можно обсудить с детьми, является ли такой путь пере-

крашивания экономным по числу операций. И если не явля-

ется, то в чём преимущество такого способа? ◭

Задачи для самостоятельного решения

Задача 7.4. Из клетчатой доски 6 × 6

вырезали часть клеток в виде буквы П

(см. рисунок), а остальные покрасили

в чёрный и белый цвета. За одну опера-

цию можно поменять все цвета на проти-

воположные в любом трёхклеточном угол-

ке. Какие из одиночных клеток можно

перекрасить, не поменяв цвета остальных

клеток?

Задача 7.5. У Пети и Васи есть квадрат 8 × 8. В каждой

клетке квадрата лежит по монете. За одну операцию мож-

но перевернуть все монеты в любом прямоугольнике, при-

легающем к верхнему левому углу квадрата. Петя выбирает

монету. Вася должен сделать так, чтобы выбранная монета

перевернулась, а состояние остальных монет не поменялось.

Но за каждую операцию Вася платит Пете 1 рубль. Какую

наибольшую сумму может заработать Петя (Вася очень умный

и старается потратить как можно меньше денег)?

Задача 7.6. Клетки доски 8×8 покрашены в чёрный и бе-

лый цвета. У Васи есть шаблон в виде буквы Г, состоящей

из 7 клеток (см. рисунок). Вася может произвольным образом

приложить по клеточкам этот шаблон к доске (шаблон можно
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поворачивать и переворачивать, но он не должен

вылезать за край доски) и перекрасить клетки под

шаблоном (чёрные в белый цвет, а белые в чёрный

цвет). Может ли Вася с помощью описанных шагов

из любой начальной раскраски доски сделать раскрас-

ку, где все клетки белые?

Задача 7.7. На диагонали квадратной таблицы

4 × 4 расставлены минусы, в остальных клетках ––

плюсы. За один ход можно поменять в любом столбце или

в любой строке все знаки на противоположные. Можно ли,

проделав несколько таких действий, получить таблицу с мень-

шим числом минусов?

Задача 7.8. Лампочки и кнопки расположены в виде квад-

рата 10×10, по одной лампочке и кнопке на каждой клетке;

при нажатии на кнопку меняется на противоположное со-

стояние всех 19 лампочек на одной вертикали и на одной

горизонтали с кнопкой.

Вначале часть лампочек выключена. Докажите, что можно

добиться, чтобы были включены все лампочки.

◮ К задачам этого занятия можно добавить задачи Д81––

Д91. ◭

Ответы, решения, комментарии

1

2

3

4

5

6 7 8

9

10

11 12

13

14

15 16 17

18

19

20

21

2223242526
7.4. Ответ: клетки с 7 по 16 включи-

тельно (см. рисунок).

Решение. Для клеток 8––15 можно най-

ти содержащий их квадрат 2×2 и восполь-

зоваться подпрограммой из задачи 7.3.

Клетку 7 можно перекрасить следую-

щим образом: сначала перекрашиваем уго-

лок из клеток 7, 8, 9, затем применяем

подпрограмму к клеткам 8 и 9.

Аналогично можно перекрасить клетку 16.

Клетки (5, 6), а также (17, 18), (2, 1, 26), (21, 22, 23) все-

гда перекрашиваются вместе, а значит, отдельно поменять

цвет какой-то одной из них не удастся.

Оставшиеся клетки 3, 4, 19, 20 вообще нельзя перекра-

сить.

7.5. Ответ: 4 рубля.
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Решение. Можно поменять состояние любой монеты, не

поменяв состояния остальных (на рисунке показаны прямо-

угольники, в которых нужно поменять состояния монет для

выбранной клетки x).

× × × ×

Поэтому Вася потратит не более четырёх рублей.

Трёх рублей может не хватить.

3 4

1 2
Рассмотрим верхний левый угловой квадрат 2×2.

Нужно поменять состояние монеты 4.

Любая операция меняет состояние монеты 1. Так

как в итоге оно не должно измениться, придётся сделать

чётное число операций.

Двух операций не хватит: любая операция, меняющая со-

стояние монеты 4, меняет и состояние монет 2 и 3. Потребу-

ется вернуть их состояния, но этого нельзя сделать за одну

операцию, не затронув монету 4.

Значит, потребуется как минимум 4 операции.

7.6. Ответ: нет.

Решение. Рассмотрим квадрат 2×2, расположенный в цен-

тре доски, и покрасим одну его клетку в белый цвет, а три

другие –– в чёрный. Поскольку при перекрашивании через клет-

ки этого квадрата может проходить только длинная «ножка»

шаблона, при каждом перекрашивании будут перекрашивать-

ся либо две из них, либо ни одной. Нетрудно видеть, что при

таких перекрашиваниях количество белых клеток в квадрате

2×2 будет всегда оставаться нечётным.

Путь к решению. Неудачные попытки перекрашивания под-

сказывают ответ «нет». Опять хочется найти такую область,

которую наш шаблон может пересечь только в чётном количе-

стве клеток. У Г-шаблона достаточно длинная ножка, поэтому

центральные клетки только ножка и может накрыть –– а это то

же самое, что перекрашивание строк и столбцов. Централь-

ный квадрат является узким местом, помогающим решить

задачу.
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7.7. Подсказка. Области, которые вы выбираете для поиска

инварианта, не обязаны быть связными.

Ответ: нельзя.

1 1

1 1

2 2

2 2

3 3

3 3

4 4

4 4Решение. Разобьём нашу таблицу на четыре

области, как показано на рисунке.

Каждую из областей полоска клеток может

пересекать только в двух клетках (или не пере-

секать вовсе). Значит, чётность количества минусов не меня-

ется в каждой из областей. Но изначально в каждой области

было по одному минусу. Значит, хотя бы четыре минуса

всегда будет на доске.

Путь к решению. Как можно доказать, что количество ми-

нусов нельзя уменьшить? Нужно разбить все клетки на обла-

сти, в каждой из которых количество минусов нельзя умень-

шить.

Дети уже понимают, что при перекрашивании в некото-

рой области чётного числа клеток чётность клеток каждого

цвета в этой области не меняется. Осталось подобрать такие

области, чтобы каждая линия (столбец или строка) пересекала

область в чётном числе клеток и в каждой такой области был

один минус.

7.8. Решение. Можно поменять состояние одной лампочки,

не изменив состояние остальных. Для этого нажмём на кноп-

ку нашей лампочки и ещё на 18 кнопок лампочек, находя-

щихся с ней в одной строке или в одном столбце. Состояние

нашей лампочки поменялось (на неё подействовали 19 раз).

Состояния остальных 18 лампочек, находящихся с ней в од-

ной строке или в одном столбце, не поменялось –– на каждую

из них воздействовали 10 раз. На все остальные лампочки

подействовали по 2 раза, и их состояние тоже не изменилось.

Значит, можно по очереди поменять состояние всех выклю-

ченных лампочек.
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