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Предисловие

Что бы здесь сделал Джон Конвей?

Джон Конвей

Сюрреальные числа, Философский футбол, Теорема о свободе воли,
Машина по производству простых чисел, состоящая из четырнадцати
дробей‌ — это может быть математикой? Да, и об этом знают те, кто
успел познакомиться с миром волшебной математики Джона Конвея!
Ещё в этом мире есть Пристрастные игры, Правило судного дня, Лун-
ный свет (или Гипотеза чудовищного вздора), который неожиданным
образом связывает Монстра — наибольшую спорадическую простую
группу — с модулярными функциями, и много других странных оби-
тателей. Переплетение игр, чисел, головоломок и реальности создаёт
ощущение прикосновения к магии.

В 2020 году в возрасте 82 лет ушёл из жизни яркий, экстраорди-
нарный математик Джон Хортон Конвей. Он был живым доказатель-
ством того, что можно стать успешным математиком, следуя своему
любопытству и не беспокоясь о том, чтобы выглядеть «серьёзным».
Всё, чего он касался, превращалось в игру. Все окружающие люди,
вдохновлённые проницательной оригинальностью Конвея, станови-
лись элементами игры.

К сожалению, многие замечательные работы Джона Конвея, его
учеников и последователей оставались не переведёнными на русский
язык. Мы представляем вам книгу, призванную исправить это досад-
ное упущение. Мы приглашаем читателя в мир Джона Конвея, где
игра может быть Жизнью.

Составители сборника выражают благодарность И. А. Дыннико-
ву, В. А. Клепцыну, М. Б. Скопенкову и А. Б. Сосинскому за помощь
в подготовке перевода статей. Благодарим Д. Шляйхера за большую
помощь в работе над книгой.

А. В. Устинов



Джон Конвей:
человек, который играл в математику

Д. Шляйхер

Джон Конвей был одним из самых легендарных математиков на-
шего времени: глубочайший исследователь, он в то же время много
интересовался занимательной и «повседневной» математикой, полу-
чая результаты и открывая пути, важные для всех нас. Он всегда был
готов включиться в игру, особенно если придумал её сам. Он был
единственным в своём роде — как математик, как учитель, как друг.
Невозможно воздать должное всем граням его личности, но я хотел бы
осветить те из них, которые наиболее впечатлили меня; см. также [CI].

§ 1. Математика повседневности:
дни недели и фаза луны

Позвольте мне начать с «математики повседневности». Один из
многих талантов Конвея — замечать взаимосвязи, которые никто
больше не видел. Это позволило ему за секунды вычислять день неде-
ли для любой даты в прошлом, настоящем и будущем. Часто ему
хватало лишь около 15 секунд, чтоб вычислить день недели для 10
(!) случайных дат. Это достигалось благодаря не только быстроте его
ума, но и открытому им «алгоритму судного дня». Алгоритм основан
на наблюдении, что в любом году следующие даты приходятся на один
и тот же день недели: 4/4, 6/6, 8/8, 10/10 и 12/12 (4 апреля, ‌,
12 декабря). Если, например, вспомнить, что в 2021 г. все эти даты
приходятся на воскресенье, то можно сразу сказать, что день рожде-
ния Конвея, 26 декабря, в 2021 г. тоже воскресенье — через две недели
после «декабрьского судного дня». Правило «судного дня» (описанное

Сокращённая и отредактированная версия опубликована на английском языке:
«The Mathematical Intelligencer», June 2021, v. 43, № 6, p. 1–13. Частичная поддержка
работы: European Research Council, Advanced Grant 695621 HOLOGRAM..
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Джон Хортон Конвей в августе 2012 г. читает лекцию
по Фрактрану в Университете Якобса (Бремен)

в дополнении A) весьма замечательно — и особенно замечательно то,
что явно никто его не заметил до Конвея.

Ненамного труднее вычислить в уме с разумной точностью фазу
луны, снова для любой даты в прошлом, настоящем и будущем. Это
ещё одна формула, открытая Конвеем, — неожиданно простая, если
сравнить её с достаточно сложной точной формулой, которую даёт
физика. Как следствие, можно легко вычислить, когда будет пасха
в любом данном году (Карл Фридрих Гаусс вывел для этого свою
формулу). Мы объясним метод Конвея в дополнении B.

§ 2. Игра «Жизнь»

Оба факта, о которых сказано выше, принадлежат «математике по-
вседневности». Я узнал их от Джона и постоянно использую. Хотя они
и удивительны, но, разумеется, это не результаты глубоких исследова-
ний. Прежде чем перейти к таковым, давайте рассмотрим самое, быть
может, известное изобретение Конвея — игру «Жизнь». На самом деле
это клеточный автомат, который действует на бесконечной квадрат-
ной решётке (в действительности это не игра, так как игрок не требу-
ется). Каждая клетка в решётке находится в одном из двух возможных
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состояний, «белом» или «чёрном» (или, что эквивалентно, например,
«мёртвом» или «живом»). Если дано состояние всех клеток в некото-
рый момент времени, то состояние в следующий момент определя-
ется очень простым правилом, причём для каждой клетки состояние
зависит лишь от предыдущего состояния этой клетки и восьми её
соседей (см. дополнение C). Правило простейшее, и замечательно, ка-
кую сложность оно порождает: у многих из нас написаны программы
для визуализации этой «игры», и можно получить яркое впечатление,
наблюдая её на анимированных вебсайтах вроде https://en.wikipedia.
org/wiki/Conway’s_Game_of_Life. Отсюда и её название: экран компью-
тера как бы оживает. На рис. 1 показана типичная возникающая кон-
фигурация. Примечательно, что даже гугл по запросу «игра „Жизнь“»
выдаёт эмуляцию игры прямо на экране с результатами поиска.

Имеются простые начальные конфигурации всего лишь из пяти
живых клеток — они называются планерами и движутся через экран
по диагонали. Есть и более сложные конфигурации, планерные ружья,
которые периодически «выстреливают» планеры; см. рис. 1 и допол-
нение C.

Рис. 1. Типичная конфигурация из игры «Жизнь»: живые клетки закрашены
чёрным, а мёртвые клетки пусты. Данная конфигурация называется «планер-

ное ружьё» и открыта Биллом Госпером

Больше всего впечатляет, что эта простейшая система полна по
Тьюрингу: в принципе она способна выполнить любое вычисление,
доступное самому продвинутому компьютеру (хотя гораздо медлен-
нее). Сегодня это легко запрограммировать для компьютера, но Кон-
вей создавал «Жизнь» примерно в 1970 г. на досках для игры в Го
в комнате отдыха кембриджских математиков, используя помощь ря-
да студентов, отвечавших за различные части доски. Ранее было из-
вестно, что существуют клеточные автоматы, полные по Тьюрингу
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(Джон фон Нейман описал один из них). Но их описание было ос-
новано на доказательстве соответствующих свойств, а Конвей был
убеждён, что почти любой не совсем тривиальный клеточный автомат
должен быть полон по Тьюрингу: Конвей верил в возможность «по-
строить его без построения», предоставив простоте выполнять работу
по созданию сложности. Он проверил методом проб и ошибок множе-
ство простейших возможных систем, пока не нашёл ту, которая сдела-
ла его знаменитым. Это была «мечта его юности» (Jugendtraum), ле-
жавшая в основе многого сделанного им: простейшие системы долж-
ны иметь значительную, если не универсальную мощь.

В частности, игра «Жизнь» неразрешима: нет алгоритма для про-
верки, приведёт ли произвольная начальная конфигурация (из конеч-
ного количества клеток) к заданной конечной конфигурации. В про-
тивном случае игру можно было бы использовать для эмуляции лю-
бых компьютерных программ и таким образом решить проблему оста-
новки — образец неразрешимой компьютерной проблемы.

Создав игру «Жизнь», Конвей стал знаменит в сфере науки — да-
леко не только в математике, — а также в области занимательной
математики, после того как журнал «Scientific American» в 1970 г.
представил игру широкой аудитории. Тот факт, что очень простая
начальная конфигурация может привести к очень сложному и непред-
сказуемому поведению, породил множество интерпретаций и гипотез,
например, что простые детерминированные системы могут допускать
макроскопическое поведение, соответствующее наличию «сознания»
и «свободы воли».

Иногда Конвею приписывают сожаление о том, что он изобрёл
игру «Жизнь», и даже «ненависть» к ней; как я понимаю, его задева-
ло, что его «сводят» к одному этому достижению [CI, p. 570]; но это
вполне могло измениться со временем.

§ 3. Фрактран

Мечту юности Конвея материализует ещё одно его изобретение —
Фрактран. Его вдохновила задача о знаменитой классической после-
довательности — «(3n+1)-проблема», известная также под многими
другими именами, например как «проблема Коллатца»: возьмём про-
извольное натуральное n; если оно чётно, разделим его на 2, а если
нечётно — заменим на 3n + 1. Повторим это с полученным числом,
и так до бесконечности. Например, число 14 (чётное) переходит в 7;
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это число нечётно и переходит в 22, затем в 11, затем в 34, затем в 17,
52, 26, 13 и т. д. Все когда-либо проверенные натуральные числа в ито-
ге приземляются на цикл 1 7→ 4 7→ 2 7→ 1 (и это проверено до многих
миллиардов), но никому не удалось объяснить почему.

Конвей предложил простое концептуальное обобщение, а имен-
но Фрактран [C-F]. «Программа» Фрактрана — это конечный список
дробей, например

17
91 , 78

85 , 19
51 , 23

38 , 29
33 , 77

29 , 95
23 , 77

19 , 1
17 , 11

13 , 13
11 , 15

2 , 1
7 , 55

1 .

Рассмотрим такую итерационную процедуру, как в проблеме Кол-
латца: для данного натурального числа n найдём первую дробь p/q
в списке, при умножении которой на n получается целое число (иначе
говоря, найдём первый знаменатель, который делит n), а затем заме-
ним n на произведение np/q. Повторим это с полученным числом.
Как и в проблеме Коллатца, имеется конечное количество случаев
в зависимости от свойств делимости n, и в каждом случае n заменя-
ется его образом при простом отображении (таком как n 7→ 3n+ 1
или умножение на дробь). Этот конкретный список дробей обладает
замечательным свойством: если начать с 2 и выполнять итерации
до бесконечности, то окончательный список чисел содержит бесконеч-
но много степеней двойки, а их показатели в том порядке, в каком
они появляются, — это в точности простые числа! Разумеется, это
не свойство простых чисел, а следующий результат об универсально-
сти: любая вычислимая функция может быть вычислена с помощью
такого конечного списка дробей! Иначе говоря, Фрактран тоже полон
по Тьюрингу. Существует даже конечный список дробей, который
универсален в том смысле, что может вычислить какую угодно вы-
числимую функцию. От такого списка дробей не требуется большая
длина: достаточно 23 дробей, и до сих пор стоит одна из задач, по-
ставленных Конвеем, — построить самый короткий из таких списков.
(Конвей говорит, что однажды ему дали универсальную программу
Фрактрана, состоящую всего из семи дробей, хотя и очень сложных;
но Конвей потерял эту бумажку, а создавший её студент давно умер.
Задача остаётся!)

Поскольку Фрактран полон по Тьюрингу, он алгоритмически нераз-
решим: невозможно определить, оборвётся ли когда-нибудь (напри-
мер, достигнув единицы) наперёд заданный набор дробей, начинаю-
щийся с определённого числа. Это приводит к вопросу, какое наимень-
шее количество дробей приводит к неразрешимости. Как показывает
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список Конвея, для неразрешимости заведомо достаточно 23 дробей;
согласно рассказу, приведённому выше, может хватить и семи дробей.
Ясно, что двух дробей не хватит; но каково наименьшее количество?
Неразрешима ли (3n+ 1)-проблема?

Конвей верит, что достаточно трёх случаев. Он построил следу-
ющую «немузыкальную перестановку» (amusical permutation)1), см.
[C-A]: если число n чётно, положим n=2k и заменим n на 3k; если n
нечётно, представим его как 4k+1 или 4k−1 и заменим соответствен-
но на 3k+1 или 3k−1. Ясно, что получается перестановка на множе-
стве всех целых чисел. Легко видеть, что некоторые числа порождают
периодическую последовательность; например, 2 переходит в 3, а 3
переходит снова в 2. Для других целых чисел это не столь очевидно.
Конвей, в частности, утверждает, что

(1) орбита числа 8 не периодична, а, напротив, уходит на бесконеч-
ность;

(2) утверждение (1) верно, но не может быть доказано;
‌

(n+1) утверждение (n) верно, но не может быть доказано.

На самом деле Конвей говорит: все мы знаем, что в математике
есть верные, но недоказуемые теоремы, но мы склонны думать, что
они для нас далеки и темны, а на самом деле «зверь рядом». В статье
[C-A], где описана «немузыкальная перестановка», Конвей подчёрки-
вает, что очень многие результаты «очевидно» верны и «очевидно»
недоказуемы. И заканчивает дерзким утверждением, что если кто-то
разочарован тем, что статья не содержит доказательств, — ну как раз
в этом и дело! Мечта юности Конвея в своём лучшем виде!

Я давно осознал, что эта юношеская мечта заслуживает более
последовательного изложения. Оно должно связать универсальность
игры «Жизнь» и Фрактрана, двух ранних («юношеских») изобрете-
ний Конвея, с неразрешимостью его перестановки (одна из его позд-
них публикаций); так что, похоже, Конвей не забывал свою мечту
в течение всей жизни (и без сомнения намеревался к ней вернуться
[Ro, p. 168]). Я помогал в редактировании его статьи [C-A] о «немузы-

1) Игра слов, характерная для Конвея. В этой перестановке появляется константа,
измеряющая отклонение музыкального тона от чистого (его «немузыкальность»).
Но слово amuse означает «забавлять», и Конвей пишет о перестановке: it has
amused me to call it amusical (мне было забавно назвать её немузыкальной). —
Прим. составителей.



14 Д. Шляйхер

кальной перестановке» (совместно с Алексом Рыба). В ранних верси-
ях Конвей связывал эти идеи с работами Гёделя по неразрешимости
и с проблемой остановки для машины Тьюринга. Алекс и я усиленно
поддерживали его в намерении показать эти важные взаимосвязи,
но в итоге Джон решил, что статья окажется лучше без них, и удалил
уже написанный текст о взаимосвязях. Я продолжал подталкивать его
к тому, чтобы написать обо всём этом, но он решил, что эта тема —
лишь предмет «моей одержимости». В итоге мы пришли к ситуации
«моя одержимость против его одержимости», и я был вынужден сдать-
ся. Лишь недавно я осознал, что эта идея была юношеской мечтой
Конвея; в его биографии [Ro] она возникает повсюду. Я по-прежне-
му хочу, чтобы кто-нибудь подробно написал об этой его мечте —
«глубочайшем вопросе жизни, Вселенной и вообще всего».

§ 4. Игры Конвея и сюрреальные числа

Одно из открытий Конвея, наиболее впечатляющих меня, — его
теория игр и «сюрреальных» чисел. Можно утверждать, что он ввёл
в рассмотрение больше чисел, чем кто-либо другой, и, быть может,
никто не сумеет ввести больше в некоем строгом смысле. Его опреде-
ления просты почти до неправдоподобия, и однако он создаёт новый
мир чисел, ПОЛЕ, содержащее и действительные числа, и ординалы.
Я следую традиции Конвея писать ПОЛЕ большими буквами, так как
этот объект слишком велик, чтобы содержаться в каком-либо мно-
жестве: даже одних ординалов слишком много, чтобы охватить их
обычной теорией множеств, а Конвей с лёгкостью создаёт свои числа
с арифметикой, необходимой для поля, и всё это — игры с весьма есте-
ственными правилами! (Можно возразить, что ординалы — столь же
многочисленный класс, как сюрреальные числа Конвея, и они были
известны до Конвея; но их арифметика бедна, и в ней отсутствует
даже коммутативность сложения.)

Мы говорим об играх двух участников, которых обычно называют
Левые и Правые; это игры двух лиц с полной информацией, такие
как шахматы и Го: никаких случайностей, никаких тайных карт на ру-
ках. И опять Конвей чувствует, что, хотя шахматы и удовлетворяют
нужным определениям, всё же эта игра «не совсем хороша»: её пра-
вила слишком сложны (она не обладает «божественной простотой»).
Как всегда, ему нравится сложность, возникающая из очень простых
правил.
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Определения игр и чисел Конвея очень просты и естественны,
хотя эта простота может требовать некоторого пояснения. После даль-
нейшего упрощения они имеют примерно следующий вид.

Определение (игры и числа).
(1) Если L и R — два множества игр, то упорядоченная пара (L, R)

является игрой.
(2) Все игры создаются таким образом.
(3) Игрок может выиграть, если у противника нет хорошего хода.
(4) Игра называется числом, если ни один из участников не имеет

намерения делать ход (в любой из своих позиций).

Кратко объясним, что это значит; дальнейшие подробности при-
ведены в дополнении D.

Игра полностью определяется множеством возможных ходов двух
игроков, а каждый такой ход сам по себе является игрой, которая
также характеризуется множеством возможных ходов. Так что надо
рассматривать игру не как «шахматы с множеством общих правил,
например, что ладья всегда ходит по прямой», а скорее как «конкрет-
ную ситуацию в такой игре, где все фигуры занимают определённые
позиции». В такой ситуации возможные ходы для отдельного игро-
ка — это в действительности ситуации, в которые можно перейти. Та-
ким образом, L — множество возможных ситуаций (=игр), в которые
могут перейти Левые, а R — аналогичное множество для Правых.
Например, в начальной ситуации шахмат игрок Белые располагает
множеством из 20 возможных ситуаций, куда можно перейти (каждая
из восьми пешек может продвинуться на одну или две клетки, а оба
коня имеют по два хода), и аналогично для Чёрных. Каждая из этих
20 ситуаций сама по себе является игрой с возможными ходами для
Белых и Чёрных.

Разумеется, такое определение игры рекурсивно в высокой сте-
пени. И как придать ему смысл, если для того, чтобы определить
игру, мы уже нуждаемся в двух множествах игр? Но ведь некоторое
множество игр имеется всегда: пустое множество. Соответственно,
тривиальная игра — это игра, где у игроков нет возможных ходов;
она называется нулевой игрой, но она вполне корректно определена
(правда, скучновата). Условие (2) требует, чтобы каждая игра в итоге
заканчивалась: более точная формулировка — чтобы не было беско-
нечной последовательности ходов из одной позиции в другую. Это
основа многих индуктивных доказательств Конвея.
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Игрок проигрывает, если его очередь ходить, но возможных ходов
нет (множество ходов пусто), и тогда выигрывает другой. Это закоди-
ровано в условии (3): игрок выигрывает, если у противника вообще
нет ходов или, рекурсивно, если независимо от действий противника
у него всегда есть «хороший ход», так что он никогда не останется
без возможных ходов, пока это не произойдёт с противником. Это
условие неявно означает, что игроки ходят по очереди.

Самым естественным образом из игр образуется абелева ГРУППА
(снова большими буквами). Противоположный элемент для игры —
та же игра, где игроки обменялись множествами возможных ходов.
Способ сложения двух и более игр тоже естествен: игрок выбирает од-
ну из игр-слагаемых и делает в ней ход, ничего не меняя в остальных
играх. Это определение вполне естественно для многих игр, включая
Го (но в меньшей степени для шахмат): отсюда возникает теория
эндшпилей в Го, которая в некоторых ситуациях позволяет побеждать
больших мастеров.

Наконец, условие (4) выделяет интересное подмножество в мно-
жестве игр, в терминологии Конвея — числа; точную формулировку
мы приводим в дополнении D. Чтобы отличить их от известных видов
чисел, их часто обозначают термином «числа Конвея» или «сюрре-
альные числа», следуя Кнуту [K]. Заранее совсем не ясно, что такое
определение ведёт к чему-то содержательному, но это действитель-
но так. В частности, такие числа можно умножать и делить, и мы
получаем ПОЛЕ.

Отсюда совсем легко извлечь ординалы: ординал (порядковое чис-
ло) — это число Конвея, в котором множество R пусто, а L состоит
лишь из ординалов. Снова рекурсивное определение. Если не считать
пустых множеств R, оно сводится к тому, что ординал — множество
(меньших) ординалов. Полное упорядочение возникает из условия (2).
На языке игр получаем следующее: Правые не имеют никаких ходов
вообще, а Левые могут пойти из данного ординала в любой меньший
ординал. Такое правило даёт некоторое преимущество Левым, но эту
игру можно добавить, например, к шахматам, или к любому ординалу,
или к противоположной ему игре, и такие суммы могут оказаться
вполне интересными.

Чуть труднее извлечь отсюда действительные числа. Если в усло-
вии (1) ограничиться конечными множествами, мы получим все диа-
дические числа (т. е. числа вида k/2𝑛), так что какие-то бесконечные
множества необходимы. Легко описать игры, в которых один игрок
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имеет преимущество в три хода перед другим; нахожу занятным, что
столь же легко описать игры, где один из игроков имеет преимуще-
ство ровно в полхода или в семь шестнадцатых хода. Но нетрудно
построить также игры, где преимущество одного из игроков составля-
ет ровно треть хода или ровно π ходов. И столь же легко строятся
игры, где преимущество бесконечно велико или бесконечно мало.
Несколько примеров мы приводим в дополнении D. При построении
действительных чисел представляется, что технически (но не педа-
гогически) гораздо легче делать это методом Конвея: при традици-
онном способе вначале нужно построить натуральные числа, затем
целые, рациональные и наконец действительные, попутно доказывая
снова и снова множество свойств. Напротив, «сюрреальные» числа
Конвея сразу строятся вполне легко, и по существу единственный
трудный шаг — избавиться от всех лишних «недействительных» чисел.
(См. в [K] занимательный рассказ об открытии сюрреальных чисел.)

Положительная игра определяется очень просто: в ней L имеет
выигрышную стратегию, кто бы ни начинал; и игра является отрица-
тельной, если R имеет выигрышную стратегию, кто бы ни начинал.
Разумеется, исход игры мог бы зависеть от того, L или R делает пер-
вый ход. Игра называется нулевой, если начинающий проигрывает
(т. е. второй игрок выигрывает). И наконец, бывают нечёткие игры,
в которых выигрышную стратегию имеет первый игрок. Ясно, что лю-
бая игра принадлежит одному из этих четырёх классов в зависимости
от исхода.

Вполне элементарно доказывается, что прибавление нулевой игры
к любой другой не меняет исход (см. дополнение D); этим оправды-
вается её название. В нечётких играх у каждого игрока есть стимул
сделать ход — и, значит, эти игры не являются числами, согласно усло-
вию (4). Числа, во вполне строгом смысле, «не хотят, чтобы в них
играли; они хотят, чтобы их складывали», а победитель определяется
просто по знаку суммы.

Отметим, кроме чисел, и другой интересный и важный класс игр.
Если в случае чисел два игрока должны делать разные ходы, то равно-
правная (беспристрастная) игра такова, что оба игрока имеют одно
и то же множество возможных ходов — в начале и в течение всей
игры. Таким образом, можно отождествить множества L и R и свести
их определение к следующему: равноправная игра есть множество
равноправных игр; все равноправные игры создаются таким образом.
(Чтобы подчеркнуть аналогию с п. (1) данного выше определения игр,



18 Д. Шляйхер

можно сказать так: если G — любое множество равноправных игр, то
множество G называется равноправной игрой.)

Частный случай равноправных игр — игра Ним: из данной кучи
предметов игрок при очередном ходе удаляет любое положительное
количество предметов, так что куча становится строго меньше. Разу-
меется, это тривиальная игра: если изначальная куча непуста, первый
игрок выигрывает, удалив всю кучу. Но ситуация становится интерес-
нее при сложении таких игр самым естественным способом: при каж-
дом ходе игрок уменьшает одну из куч, а остальные кучи не трогает
(в точности конвеевское стандартное определение сложения игр, и это
приводит как раз к стандартной игре Ним). На самом деле у Конвея
эти кучи вполне могут быть бесконечными: их размер может быть лю-
бым ординалом, а ход может привести к любому меньшему ординалу.

Основная теорема о равноправных играх следующая: любая рав-
ноправная игра, конечная или нет, равна единственной куче для Ни-
ма, которая соответствует ординалу; поэтому Конвей называет такую
кучу «нимбер»2). Первый игрок выигрывает всегда, когда размер этой
кучи не равен нулю. Вся трудность — в вычислении размера (Ним-зна-
чения) этой кучи, и в принципе есть простое правило: рассмотрим
множество всех возможных ходов (напомним, что равноправная игра
как раз и есть это множество); по предположению индукции все эти
ходы являются нимберами (т. е. равны ординалам), а Ним-значение
игры равно наименьшему нимберу, который не лежит в этом множе-
стве. (Для конечных игр это часто называют теорией равноправных
игр Шпрага — Гранди, но отметим, что определение Конвея попутно
расширяет эту теорию на игры размером с любой ординал.)

Позвольте мне закончить этот параграф простым, но, может быть,
удивительным наблюдением: в конкретной игре нередко оказывается,
что можно определить, кто из двух игроков имеет выигрышную стра-
тегию, но это не даёт ключа к отысканию этой стратегии. Например,
можно ввести правило, что первый игрок делает ход по своему выбору,
а затем второй игрок может выбрать, будут ли они продолжать как
обычно или поменяются ролями. Так что если первый игрок сделает
очень сильный первый ход, то второй наверняка захочет перехватить
эту выигрышную позицию, а если ход был слабым, то второй радостно
с этим согласится. В результате второй игрок теоретически имеет вы-
игрышную стратегию, но этот факт совершенно не помогает реально

2) От слов «ним» и «number (число)». — Прим. составителей.
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выиграть. Например, такой выбор сторон после первого хода часто
применяется в известной (и горячо рекомендуемой читателю) игре
Гекс, и по ней проводятся серьёзные турниры — по игре, в которой
известно, что у второго игрока есть выигрышная стратегия!

§ 5. Теория групп, лунный свет и Монстр

Теперь обратимся к исследованиям Конвея, находящимся на пе-
реднем крае науки. Группы — один из самых важных блоков в постро-
ении всей математики (и других сфер деятельности, столь различных,
как физика, химия и искусство). Понимание устройства групп на-
чинается с «простых» групп: тех, которые нельзя дальше упростить
взятием факторгрупп. При этом известна полная классификация ко-
нечных простых групп: к ним относятся циклические группы простых
порядков, группы чётных перестановок конечных множеств, ряд так
называемых «групп типа Ли», а также 26 «спорадических» групп. Эта
классификация всех конечных простых групп — одно из монументаль-
нейших достижений всей математики, потребовавшее нескольких
тысяч страниц текста (часть из них появилась совсем недавно).

Особенно трудно было разобраться с 26 спорадическими группа-
ми, и даже задним числом никто не составил из них единую картину.
Некоторые из них открыл Матьё в 1861 г., а все остальные найдены
за восемь лет с 1965 по 1973 г. Некоторые спорадические группы име-
ют гигантский размер: «Монстр» состоит из более чем 1053 элементов.
Конвей в 1969 г. открыл три спорадические группы, все они — в боль-
шей по размерам групп половине списка.

Простые группы и особенно спорадические группы выглядят совер-
шенно таинственно (это слова неспециалиста). Важный вклад Конвея
заключался в разработке и составлении, при поддержке коллег, объём-
ной книги под названием «АТЛАС конечных групп» [C-W]. В ней сдела-
на попытка представить структуру и собрать всю информацию об этих
группах, и сейчас работа над ней продолжается как онлайн-проект.

Монстр, самая большая из спорадических групп, выглядит особен-
но таинственно. Коснёмся одного его свойства, которое оказалось
столь мистическим, что Конвей назвал его «лунный свет» (в смысле
«слишком безумно, чтобы быть реальным»).

Группа получает дополнительную структуру, если рассматривать
её как группу симметрий геометрического объекта, и эта геометрия
помогает понять группу гораздо лучше, чем её абстрактные свойства.
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Монстр может действовать на векторных пространствах разной раз-
мерности: в размерности 1 он действует тривиально; следующие раз-
мерности, где он действует (неприводимым образом), — это 196 883,
затем 21 296 876 и т. д.

Теперь совершим скачок в совсем другую область математики —
теорию эллиптических кривых. Такую кривую можно описать как
множество всех точек вида

(x, y) ∈ K × K : y2 = 4x3 − ax − b,

где K — любое (алгебраически замкнутое) поле. Эллиптические кри-
вые играют важнейшую роль во всей математике (Эндрю Уайлс ре-
шил заняться доказательством последней теоремы Ферма, как только
Герхард Фрей осознал её связь с эллиптическими кривыми). Любая
эллиптическая кривая над C биголоморфно эквивалентна комплекс-
ному тору, который получается, если профакторизовать C по некото-
рой решётке Z+τZ, где Imτ > 0. Часто оказывается, что различные
значения τ приводят к эквивалентным решёткам и, следовательно,
к эквивалентным эллиптическим кривым; на верхней комплексной
полуплоскости определена хорошо известная функция j, для которой
j(τ)= j(τ′) в точности тогда, когда соответствующие эллиптические
кривые эквивалентны. Этот инвариант глубоко изучался разными
методами. В частности, хорошо известно, что для q = e2π𝑖τ мы имеем

j(τ)= q−1 + 744+ 196 884q+ 21 493 760q2 + . . .

Первое поразительное наблюдение состоит в том, что здесь при-
сутствует число 196 883, сдвинутое на единицу. Иначе говоря, коэф-
фициент в разложении функции j равен сумме размерностей первых
двух представлений Монстра.

Более того, 21 296 876+ 196 883+ 1 = 21 493 759: следующий ко-
эффициент равен сумме размерностей первых трёх представлений
Монстра. Мистика? Призрак? Лунный свет!

Подобная закономерность продолжает действовать и для даль-
нейших коэффициентов. Это заметил Джон Маккей, который обра-
щался к различным специалистам по теории групп. В конце концов
они посоветовались с Джоном Конвеем, который знал столь мно-
го о строении групп и умел находить закономерности, как никто
другой. В результате появилась статья Конвея и Саймона Нортона
«Monstrous moonshine» [CN], в которой содержится объяснение этих
загадок (и введён термин «лунный свет» в данном смысле).
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Ясно, что это лишь начало потрясающего «сговора» между теорией
групп, Вселенной и вообще всем; разумеется, с участием квантовой гра-
витации. Сюда относится и сделанное в статье [CN] предположение об
«обобщённом лунном свете», т. е. о том, что подобные замечательные
связи должны существовать и для групп, отличных от Монстра.

Конвей и Нортон выдвинули «гипотезу лунного света»: Монстр
действует на бесконечномерном пространстве, и все его видимые
конечномерные представления соответствуют инвариантным подпро-
странствам конечной размерности. Эту гипотезу позже доказал Ри-
чард Борчердс, в прошлом ученик Конвея, который был в 1998 г.
награждён Филдсовской медалью в том числе и за эту работу.

«Сговор» заходит гораздо дальше. Лунный свет, включая его обоб-
щения, имеет существенные связи с теорией струн — математической
теорией элементарных частиц, которую развивал нобелевский лауре-
ат Ричард Фейнман. Бесконечномерное представление Монстра мож-
но интерпретировать как структуру, лежащую в основе конформной
теории поля (в размерности два), так что Физика создаёт связь между
двумя разными областями математики. Затем приходят чёрные дыры
и квантовая гравитация, а также гипотезы Эда Виттена — всё это свя-
зано с «лунным светом» Конвея, но эта связь далеко выходит за рамки
нашей статьи.

К предыдущему имеют отношение и структуры, называемые ре-
шётками. Это регулярные периодические структуры в R𝑛 при про-
извольном n, например упомянутое выше Z + τZ или положения
центров апельсинов, упорядоченно сложенных в продовольственном
магазине. Решётки особенно интересны и важны, когда у них есть до-
полнительная структура, например вращательная симметрия, и в дей-
ствительности они образуют естественный геометрический объект,
на котором можно изучать группы в качестве групп симметрии ре-
шёток. Много изучался и глубокий вопрос о плотнейшей упаковке
сфер в произвольной размерности. Для размерности 3 это знаменитая
гипотеза Кеплера (на практике её решает каждый продовольственный
магазин, как описано выше, но формальное доказательство усколь-
зало от математиков столетиями, пока не было завершено Хейлзом
в 1998 г.). Для высших размерностей эта тема несёт много сюрпризов.

Например, в размерности 24 существует знаменитая решётка, ко-
торая называется решёткой Лича. Она была открыта в 1967 г., через
три года после того, как молодой Конвей получил докторскую степень
в Кембридже. Конвей всю жизнь имел репутацию человека с острым
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умом, но неорганизованного. Вскоре после публикации о решётке
Лича доброжелательный наставник предложил ему: «было бы непло-
хо найти группу симметрий этой решётки». Конвей решил в этот
раз быть организованным и составил план, какие дни и часы пред-
стоящих недель он выделит для изучения этого вопроса; этот ритм
должен поддерживаться, пока вопрос не будет решён. Случилось так,
что Конвей решил этот вопрос во время самых первых послеполуден-
ных занятий, и это мгновенно сделало его знаменитым. При изуче-
нии этой группы симметрий Конвей открыл спорадические группы
и выработал понимание простых групп, которое приводит ко многим
результатам, полученным ранее.

Джон Конвей столь же блестяще излагал математические результа-
ты, как и получал их. Вместе с Нилом Слоуном он написал основопо-
лагающую книгу «Упаковки шаров, решётки и группы» [CS]. Влияние
этой книги трудно преувеличить; процитируем оценку Джан-Карло
Рота из МТИ: «Это лучший обзор лучших работ в одной из лучших
областей математики, написанный лучшими людьми. Он станет луч-
шим чтением для лучших студентов, интересующихся лучшей мате-
матикой, какая сегодня развивается».

Как показывает название книги, решётки часто бывают тесно свя-
заны с оптимальными упаковками сфер, и не только в размерности 3.
В частности, решётка Лича приводит к замечательной упаковке в раз-
мерности 24 (недавно показано, что она оптимальна). Но зачем нам
заботиться об оптимальных упаковках сфер в размерности 24? Ра-
зумеется, математическая любознательность — всегда хороший ответ
(несомненно, достаточный для многих математиков, включая Конвея);
но в данном случае ответ совсем другой: такая упаковка порождает
методы кодирования, которые позволяют оптимально использовать
в каналах связи коды, исправляющие ошибки. Конвей даже получил
в США патент на это достижение, и результаты Конвея цитировались
в последующих патентах, в том числе зарегистрированных американ-
ским Агентством национальной безопасности (АНБ) [Ro, p. 314].

§ 6. Ещё о математических исследованиях Конвея

В этом параграфе мы кратко опишем ещё некоторые из много-
численных достижений Конвея в математических исследованиях. Од-
на из их тем — квадратичные формы: это полиномиальные функции
от любого количества переменных, у которых степень каждого слага-
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§ 1. Бесплатные образцы Фрактрана для вас

Игра во Фрактран состоит в следующем. Дан список дробей

f1, f2, . . . , f𝑘

и начальное целое число N. Вы последовательно умножаете текущее
целое число (начиная с N) на первую дробь f𝑖 из списка, для которой
результат будет целым. Если такой дроби нет, игра окончена.

(Формально последовательность {N𝑛} строится по следующему
правилу: N0 = N, N𝑛+1 = f𝑖N𝑛, где i (1 ¶ i ¶ k) — наименьшее i, для
которого f𝑖N𝑛 целое, если такое i существует.)

Пример 1 (PRIMEGAME). Пусть список дробей имеет вид
17
91

78
85

19
51

23
38

29
33

77
29

95
23

77
19

1
17

11
13

13
11

15
2

1
7

55
1

и игра начинается при N = 2. Тогда появятся в точности те степени
двойки, показатели которых — простые числа, причём в порядке их
возрастания: 22, 23, 25, 27, 211, 213, 217, 219, 223, 229, . . .

Пример 2 (PIGAME). Пусть список дробей имеет вид
365
46

29
161

79
575

679
451

3159
413

83
407

473
371

638
355

434
335

89
235

17
209

79
122

31
183

41
115

517
89

111
83

305
79

23
73

73
71

61
67

37
61

19
59

89
57

41
53

833
47

53
43

86
41

13
38

23
37

67
31

71
29

83
19

475
17

59
13

41
291

1
7

1
11

1
1024

1
97

89
1

Conway J. H. FRACTRAN — a simple universal programming language for arithmetic //
Open Problems Commun. Comput. 1986. P. 4–26.
Составители благодарны Паулю Зиверту за тщательную работу со статьёй.
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и игра начинается при N = 2𝑛. Тогда следующая степень двойки в по-
следовательности будет равна 2π(𝑛):

n = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 . . . ,
π(n)= 3 1 4 1 5 9 2 6 5 3 5 8 9 7 9 3 2 3 8 4 6 . . .

Для произвольного натурального числа n значение π(n) равно n-му
знаку в десятичной записи дробной части числа π.

Пример 3 (POLYGAME). Пусть список дробей имеет вид
583
559

629
551

437
527

82
517

615
329

371
129

1
115

53
86

43
53

23
47

341
46

41
43

47
41

29
37

37
31

299
29

47
23

161
15

527
19

159
7

1
17

1
13

1
3

и игра начинается при N= c22𝑛
. Если игра заканчивается на 22𝑚

, то по-
ложим f𝑐(n)=m. В противном случае оставим f𝑐(n) неопределённым.
Тогда среди f0, f1, f2, . . . появляется любая вычислимая функция.

§ 2. Каталог

Отметим, что для некоторых весьма интересных функций «спи-
сочные числа» c легко вычисляются. В таблице 1 и пояснениях к ней
приведены f𝑐 для всех c, у которых наибольший нечётный делитель
меньше, чем 210 = 1024.

Кроме того,
f2𝑘𝐴 = f0;

f2𝑘𝐵 = f2𝑘 ; f2𝑘𝐵′ = f2𝑘+1 ;

f2𝑘𝐶 = f77; f2𝑘𝐶′ = f847;

f2𝑘𝐷 = f133 (k = 0) или f0 (k > 0);

f2𝑘𝐸 = f255 (k = 0) или f2𝑘 (k > 0).
Здесь

A любое нечётное число, меньшее чем 1024
и не приведённое ниже;

B 1, 3, 9, 13, 17, 27, 39, 45, 51, 81, 105, 115, 117, 135, 145, 153, 155,
161, 169, 185, 195, 203, 205, 217, 221, 235, 243, 259, 287, 289, 315,
329, 345, 351, 405, 435, 459, 465, 483, 507, 555, 585, 609, 615, 651,
663, 705, 729, 777, 861, 945, 975, 987, 1017, . . . ;

B′ 165, 495, . . . ;
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Таблица 1. Списочные числа
(здесь n — произвольное неотрицательное целое число)

c Все определённые значения f𝑐
0 —
1 n→ n
2 0→ 1
4 0→ 2
8 1→ 2

16 2→ 3
64 1→ 3
77 n→ 0

128 0→ 3
133 0→ 0
255 n+ 1→ n+ 1
256 3→ 4
847 n→ 1

37 485 0→ 0, n+ 1→ n
2 268 945 n→ n+ 1

2𝑘 a→ b при 2𝑏 − 2𝑎 = k
7 · 112𝑘

n→ k
15
7
· 10292𝑘−1

n→ n+ k

cπ n→ π(n)

C 77, 91, 231, 273, 385, 455, 539, 1015, . . . ;

C′ 847, 1001, . . . ;

D 133, 285, 399, 665, 855, . . . ;

E 255, . . .

На рис. 1 приведена формула для значения c, при котором f𝑐(n)
совпадает с описанной выше функцией π(n).

§ 3. Избегайте случайного выбора

В теории эффективности вычислений многие работы написаны
авторами, чьи интересы относятся больше к логике, чем к теории
вычислений, и потому собственно вычислительные аспекты теории
в них редко излагаются изящно. Вероятно, любая эффективная ну-
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2100!+2
365
46 ·101·100!+2

29
161 ·1012·100!+2

79
575 ·1013·100!+2

7
451 ·1014·100!+

+2
3159
413 ·1015·100!+2

83
407 ·1016·100!+2

473
371 ·1017·100!+2

638
355 ·1018·100!+2

434
335 ·1019·100!+

+2
89

235 ·10110·100!+2
17

209 ·10111·100!+2
79

122 ·10112·100!+2
31

183 ·10113·100!+2
41

115 ·10114·100!+

+2
517
89 ·10115·100!+2

111
83 ·10116·100!+2

305
79 ·10117·100!+2

23
73 ·10118·100!+2

73
71 ·10119·100!+

+2
61
67 ·10120·100!+2

37
61 ·10121·100!+2

19
59 ·10122·100!+2

89
57 ·10123·100!+2

41
53 ·10124·100!+

+2
833
47 ·10125·100!+2

53
43 ·10126·100!+2

86
41 ·10127·100!+2

13
38 ·10128·100!+2

23
37 ·10129·100!+

+2
67
31 ·10130·100!+2

71
29 ·10131·100!+2

83
19 ·10132·100!+2

475
17 ·10133·100!+2

59
13 ·10134·100!+

+2
41
3 ·10135·100!+2

1
7 ·10136·100!+2

1
11 ·10137·100!+2

1
1024 ·10138·100!+210139·100!

3× 5289·101!+290·101! × 17101!−1 × 23
Рис. 1. Константа cπ

мерация вычислимых функций достаточно сложна, чтобы заполнить
главу в книге, и мы могли читать, что «явное вычисление порядко-
вого номера любой интересной функции, разумеется, невыполнимо
на практике». Многие подобные недостатки происходят от плохого
выбора используемой модели вычислений.

На наш взгляд, как раз потому, что конкретная вычислительная
модель не представляет большого интереса с точки зрения логики,
она должна быть выбрана тщательно. Логические аспекты станут
лишь яснее, если читателю не придётся их вычленять из корявой
программы, написанной на ужасном языке. И тогда мы сможем «про-
дать» нашу теорию более широкой аудитории, представляя ей про-
стые и впечатляющие примеры. (Именно в связи с этим мы исполь-
зуем лёгкий для понимания термин «вычислимая функция» как сино-
ним обычного «частично рекурсивная функция».)

§ 4. Только Фрактран обладает этими
звёздными качествами

Фрактран — это простой язык теоретического программирования
для арифметики, лишённый вышеописанных недостатков.

• Делает рабочий день поистине лёгким!
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Фрактран не нуждается в сложном справочнике программиста —
весь его синтаксис выучивается за 10 секунд, и практически сразу
можно писать программы для достаточно сложных и интересных
функций.

• Получает эти функции в чистом виде!
В каждый момент Фрактран работает с единственным целым чис-
лом — неопытному программисту не нужно разбираться ни с ка-
кими запутанными «лентами» и прочими чуждыми объектами.

• Пригоден для любого компьютера в продаже!
Ваши старые машины (машина Тьюринга и т. д.) легко допускают
симуляцию любых Фрактран-программ, и обычно бывает даже
легче симулировать другие машины посредством Фрактран-про-
граммы.

• Удивительно простая универсальная программа!
Создав Фрактран-программу, которая симулирует любую другую
Фрактран-программу, мы получили простую универсальную Фрак-
тран-программу, описанную в теореме 3.

§ 5. Ваша гарантия от PRIMEGAME!

Отчасти жалко, когда теряют таинственность наши программы —
например, PRIMEGAME. Однако в работе [2] хорошо сказано1): «Мате-
матик — это фокусник, который раздаривает свои секреты», так что
мы сейчас докажем теорему 1.

Чтобы пояснить рис. 2, обозначим наши дроби так:

A B C D E F G H I J K L M N
17
91

78
85

19
51

23
38

29
33

77
29

95
23

77
19

1
17

11
13

13
11

15
2

1
7

55
1

и заметим, что
AB = 2 · 3

5 · 7 , EF = 7
3 , DG = 5

2 .

Пусть n и d — натуральные числа, 0 < d < n, и пусть n = qd + r
(0 ¶ r < d). На рис. 2 показано, как действует PRIMEGAME на число
5𝑛7𝑑13. Мы видим, что результат равен 5𝑛7𝑑−113 или 5𝑛+17𝑛13, если d
соответственно делит или не делит n. При этом единственный случай,
когда появляется степень двойки, — число 2𝑛7𝑑−1 при d = 1.

1) Ссылка фразы на саму себя. Автор успешно развивает эту идею в статье «Каверзная
задача», см. с. 315–324 наст. издания. — Прим. составителей.
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��
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𝐶uu

2𝑛 3𝑟−1 7𝑑−𝑟−1 19
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2𝑛 7𝑑−1
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��
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(𝐸𝐹)𝑟−1 𝐾
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��
5𝑛 7𝑑−1 13 5𝑛+1 7𝑛 13

Рис. 2. Действие программы PRIMEGAME

Таким образом, если игра начинается с 5𝑛7𝑛−113, то она прове-
ряет все натуральные числа, начиная с n, по направлению к 1, по-
ка не найдёт делитель числа n, а после этого продолжается с n + 1
вместо n. Степень двойки 2𝑛 появляется, лишь если наибольший соб-
ственный делитель числа n равен 1, то есть если n простое.



Фрактран: универсальный язык программирования для арифметики 97

§ 6. Фрактран: бесплатное
предварительное предложение

Фрактран-программа может состоять из любого количества строк
(команд), и типичный вид строки таков:

строка 13: 2
3 → 7, 4

5 → 14.

В этом случае компьютер заменяет текущее значение числа N на 2
3 N ,

если это число также целое, и переходит на строку 7. Если 2
3 N не це-

лое, но 4
5 N целое, то надо заменить N на 4

5 N и перейти на строку 14.
Если же ни 2

3 N , ни 4
5 N не целые, то на строке 13 мы останавливаемся.

Более общим образом, строка Фрактран-программы имеет вид

строка n:
p1

q1
→ n1,

p2

q2
→ n2, . . . ,

p𝑘

q𝑘
→ n𝑘.

В этом случае компьютер заменяет N на
p𝑖

q𝑖
N, где i (1¶ i ¶ k) — наи-

меньшее, для которого новое значение целое. Затем компьютер пере-
ходит к строке n𝑖; если же все

p𝑖

q𝑖
N дробные, то на строке n программа

останавливается. (Строка с k = 0 запрещена и означает безусловную
остановку.)

Фрактран-программа, имеющая ровно n строк, называется Фрак-
тран-n-программой. Введём соглашение, что 1

2 -строка — это строка,
переход на которую невозможен. (Разумные программы могут содер-
жать не более одной 1

2 -строки, а именно начальную.)
Запись

h p1

q1

p2

q2
. . .

p𝑘

q𝑘

i

означает Фрактран-1-программу

строка 1:
p1

q1
→ 1,

p2

q2
→ 1, . . . ,

p𝑘

q𝑘
→ 1.

Мы увидим, что любая Фрактран-программа симулируется Фрак-
тран-1-программой, для которой начальное число — подходящее крат-
ное исходного начального числа. Это кратное можно сделать рав-
ным 1, если использовать Фрактран-1 1

2 -программу. Это программа

строка 0:
P1

Q1
→ 1,

P2

Q2
→ 1, . . . ,

P𝑗

Q𝑗
→ 1,

строка 1:
p1

q1
→ 1,

p2

q2
→ 1, . . . ,

p𝑘

q𝑘
→ 1.
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Будем обозначать её
P1

Q1

P2

Q2
. . .

P𝑗

Q𝑗

h p1

q1

p2

q2
. . .

p𝑘

q𝑘

i

.

Отметим, что Фрактран-1 1
2 -программа

m[ f1, f2, . . . , f𝑘],

стартующая в N , симулирует Фрактран-1-программу

[ f1, f2, . . . , f𝑘],

стартующую в mN .
Будем обычно предполагать по умолчанию, что наши Фрактран-

программы применяются лишь к числам N, простые делители кото-
рых содержатся среди делителей числителей и знаменателей исполь-
зуемых дробей.

§ 7. Руководство для начинающего
Фрактран-программиста

Целесообразно писать Фрактран-программы в виде блок-схем, где
узлы обозначают строки, а стрелки между ними помечаются соответ-
ствующими дробями. Наконечники этих стрелок будут различаться:

f f f f

соответственно убывающему приоритету данного узла, и если у стро-
ки несколько опций с дробями f , g, h имеют последовательный прио-
ритет, то мы часто будем объединять их в одну стрелку:

f , g, h

Различные простые числа, появляющиеся в числителях и знаме-
нателях дробей, могут рассматриваться как регистры хранения. Если
текущее целое число имеет вид

N = 2𝑎3𝑏5𝑐7𝑑 . . . ,

то мы говорим, что

регистр 2 хранит a, или r2 = a,
регистр 3 хранит b, или r3 = b,
регистр 5 хранит c, или r5 = c,
регистр 7 хранит d, или r7 = d,

и т. д.
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Строки Фрактран-программы могут также рассматриваться как
команды, меняющие содержимое этих регистров на небольшие ве-
личины. Главное ограничение: никакой регистр не может содержать
отрицательное число. Таким образом, строка вида

строка 13: 2
3 → 7, 4

5 → 14

либо заменяет r2 на r2 + 1, r3 на r3 − 1 (при r3 > 0),
либо заменяет r2 на r2 + 2, r5 на r5 − 1 (при r5 > 0),
либо останавливает программу (при r3 = r5 = 0).

На наших схемах используются непомеченные стрелки, когда соот-
ветствующие функции равны 1. Крошечная стрелка, входящая в узел,
показывает, что этот узел будет начальным, а выходящая из узла —
что в этом узле может произойти остановка. Несколько простых при-
меров должны убедить читателя, что Фрактран действительно обла-
дает универсальными вычислительными возможностями. (Читатели,
знакомые с понятием регистровой машины Минского, увидят, что
Фрактран симулирует её без труда.)

Программа
2
3

— деструктивный сумматор: начав с r2 = a, r3 = b, она останавлива-
ется при r2 = a+ b, r3 = 0. Можно сделать его менее деструктивным,
использовав регистр 5 как рабочую ячейку: если программа

10
3

3
5

стартует с r2 = a, r3 = b, r5 = 0, то она останавливается при r2 = a+ b,
r3 = b, r5 = 0.

Умножение можно реализовать как многократное сложение: если
программа

1
7

10
3

3
5
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стартует с r2 = a, r3 = b, r5 = 0, r7 = c, то она останавливается при
r2= a+ bc, r3= b, r5= r7= 0. Добавим в исходном/финальном узле 1/3
(«чистку от троек») и сформулируем результат по правилам Фрактрана:

строка 1: 1
7 → 2, 1

3 → 1,

строка 2: 10
3 → 2, 1

1 → 3,

строка 3: 3
5 → 3, 1

1 → 1.

Начав со строки 1 при N = 3𝑏7 𝑐, программа останавливается на стро-
ке 1 при N = 2𝑏𝑐.

Если к этой программе добавлена впереди новая

строка 0: 21
2 → 0, 1

1 → 1,

то, начав со строки 0 при N = 2𝑛, программа останавливается на стро-
ке 1 при N = 2𝑛2

.

§ 8. Как симулировать Фрактран на Фрактране-1

С помощью Фрактрана-1 можно симулировать любые программы
на Фрактране. Прежде всего нужно очистить программу от петель —
способ мы поясним позже, — а затем пометить её строки (узлы) про-
стыми числами P, Q, R, . . . , превосходящими любой простой делитель
числителей и знаменателей её дробей. Строка

P : a
b → Q, c

d → R, e
f → S, . . .

симулируется во Фрактран-1-программе дробями

aQ
bP

cR
dP

eS
f P . . .

в указанном порядке. Если Фрактран-0-программа стартует с числа N
в состоянии P и останавливается в строке Q на числе M, то симу-
лирующая Фрактран-1-программа стартует с PN и останавливается
на QM.

Замечание производителя. Наша гарантия недействительна, если
вы применяете Фрактран-1 описанным способом для симуляции Фрак-
тран-программы, имеющей петли в нескольких узлах. Такие петли
можно устранить, расщепляя один узел на два.
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Третий из наших примеров:

1
7

10
3

3
5

принимает вид

1
7

13

17 23

19
11

3
5

10
3

при расщеплении каждого из двух узлов этим способом. Новые уз-
лы помечены простыми числами 11, 13, 17, 23. Соответственно, эта
программа симулируется Фрактран-1-программой

�13
77

170
39

19
13

13
17

69
95

11
19

19
23

�

.

Если начать с N = 2𝑎3𝑏7 𝑐11, то программа остановится при N =
= 2𝑎+𝑏𝑐3𝑏11. (Множители 11 здесь соответствуют начальному и фи-
нальному состояниям симулируемой программы.)

Заметим, что разрешается пометить одно из состояний числом 1
вместо большого простого. Дроби, отвечающие переходам из этого
состояния, должны стоять (в том же порядке) в конце Фрактран-1-про-
граммы. В этом случае петли допускаются в узле 1 — при условии, что
их приоритет ниже, чем у любого другого перехода. Таким образом,
Фрактран-1-программа

�170
39

19
13

13
17

69
95

1
19

19
23

13
7

1
3

�

симулирует предыдущую программу с петлёй 1/3, присоединённой
к начальному/финальному узлу, который теперь помечен числом 1.
Эта программа, начав с 3𝑏7 𝑐, останавливается в 2𝑏𝑐.

Всегда можно очистить заданную Фрактран-программу от петель
и обеспечить, чтобы 1 было её единственным финальным узлом. Сле-
довательно, можно симулировать её Фрактран-1-программой, кото-
рая стартует с PN и останавливается в M, если исходная программа
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стартует с N и останавливается в M. Как мы отметили в § 6, также
возможна симуляция Фрактран-1 1

2 -программой

P[. . .],

которая стартует с N и останавливается в M.

§ 9. Ваша гарантия от PIGAME

Теперь докажем теорему 2, равносильную следующему утвержде-
нию: если программа

�365
46

29
161 . . . 1

11
1

1024

�

(полученная из PIGAME устранением множителей, равных 97, а также
последней дроби 89/1) стартует с 2𝑛 · 89, то она останавливается
в 2π(𝑛). Эта Фрактран-1-программа получена из Фрактран-программы
на рис. 3 методом, намеченным в предыдущем параграфе. Пары узлов
13 & 59, 29 & 71, 23 & 73, 31 & 67 и 43 & 53 вначале содержали все
петли.

Дадим лишь набросок работы этой программы, разделив её на три
фазы. Первая фаза заканчивается, когда программа впервые достига-
ет узла 37, вторая — при первом приходе в узел 41, а третья — когда
программа останавливается в узле 1.

1
7

,
1

11
,

1
1024
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7
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5
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Рис. 3. Фрактран-программа для вычисления знаков числа π
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Первая фаза, которая начинается в узле 89 при содержимом реги-
стров

r2 = n, r3 = r5 = r7 = r11 = 0,

заканчивается в узле 37 при содержимом регистров

r2 = 0, r3 = 1, r5 = E, r7 = 2 · 10𝑛, r11 = 0,

где E — очень большое чётное число. Чтобы убедиться в этом, на ми-
нуту забудем про регистры 5 и 11 и заметим, что вначале мы получа-
ем r7 = 2. В дальнейшем каждый обход вокруг треугольной области
умножает r7 на 5 и помещает его в r3, а затем r3 при обходах вокруг
квадрата удваивается и возвращается в r7. Это делается n раз, так что
в конце этой фазы мы имеем r7 = 2 · 10𝑛, что и требовалось.

После первого обхода вокруг квадрата регистр r5 содержит 4, а каж-
дый последующий обход по меньшей мере удваивает число в этом
регистре, сохраняя его чётным. На последнем этапе мы обходим эту
область 10𝑛 раз и получаем в r5 чётное число E ¾ 4 · 210𝑛

. Легко прове-
рить, что регистры 2, 3 и 11 в конце содержат указанные значения.

После второй фазы мы должны получить

r2 = r5 = r7 = 0,

r3 = 2 · 10𝑛 · E(E − 2)(E − 2)(E − 4)(E − 4)(E6) . . . 4 · 4 · 2 · 2 ∆= N ,

r11 = 1 · (E − 1)(E − 1)(E − 3)(E − 3)(E − 5)(E − 5) . . . 5 · 3 · 3 · 1 ∆= D.

Это проверяется без труда; важнейший пункт состоит в том, что при
каждом пребывании в верхней области r7 умножается на r5 и сохраня-
ется в r11 (причём r5 не меняется, а r7 обращается в нуль), тогда как
в нижней области мы аналогично умножаем r3 на r5 и сохраняем в r7,
а затем (в левой части) переносим r11 назад в r3. Регистр 5 при перехо-
де из верхней области в нижнюю уменьшается на 1, но при r5 = 1 мы
вместо этого очищаем его и идём в узел 41, переходя в третью фазу.

Напомним, что формула Валлиса имеет вид

π
2 =

2
1 ·

2
3 ·

4
3 ·

4
5 ·

6
5 ·

6
7 ·

8
7 ·

8
9 ·

10
9 ·

10
11 · . . . ,

где каждая следующая дробь получается увеличением на 1 поочерёд-
но числителя и знаменателя. Если мы ограничимся дробями, чис-
литель и знаменатель которых не превышают K, то получим при-
ближение π𝐾 к π с точностью не меньше π/K. Отсюда следует, что
N/D = 10𝑛π𝐸, где π𝐸 — очень хорошее приближение к π. Настолько
хорошее, что n-я десятичная цифра в дробной части π𝐸 такая же, как
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в π. Эту цифру можно получить как остаток от деления N/D на 10,
и легко проверить, что третья фаза нашей программы делает именно
это, ставит ответ в регистр 2 и очищает остальные регистры.

Утверждение о точности n-го десятичного знака в π𝐸 нетривиаль-
но. При n = 0 наше приближение π𝐸 равно π4 = 32/9. При n = 1, 2
получаем |π𝐸 − π| < π/(4 · 210), что меньше чем 1/1000, так как
π= 3,141 . . . , поэтому первая и вторая цифры в дробной части числа
π𝐸 будут правильными.

При n ¾ 3 погрешность в π𝐸 не превышает

π

4 · 210𝑛 <
1

(1000)10𝑛−1 = 10−3·10𝑛−1
< 10−42𝑛.

Нужный результат теперь следует из известной оценки иррацио-
нальности числа π (Малер [4]): если p/q — дробное число в несокра-
тимом виде, то

�

�

�π− p
q

�

�

�>
1

q42 .

§ 10. Как применять нашу универсальную программу

В этом параграфе мы докажем теорему 3 с помощью остроумной
леммы, принадлежащей Джону Рикарду (John Rickard). Будем назы-
вать Фрактран-1-программу [ f1, f2, . . . , f𝑘] монотонной, если f1 < f2 <
< f3 < . . .< f𝑘.

Лемма. Любую Фрактран-1-программу можно симулировать мо-
нотонной программой, которая стартует и останавливается на тех
же числах.

Доказательство. Выберем новое простое число P, которое боль-
ше, чем отношение любых двух f𝑖, а также больше, чем обратное
к любому f𝑖. Тогда программа

� 1
P , P f1, P2 f2, P3 f3, . . . , P𝑘 f𝑘

�

симулирует [ f1, f2, f3, . . . , f𝑘] и монотонна. Новая программа действует
аналогично прежней с той разницей, что на каждом шаге появляется
степень числа P — лишь для того, чтобы быть немедленно стёртой
до перехода к следующему шагу.

Будем называть Фрактран-1 1
2 -программу

f ∗1 , f ∗2 , . . . , f ∗𝑗 [ f1, f2, . . . , f𝑘]
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монотонной, если

f ∗1 < f ∗2 < . . .< f ∗𝑗 , f1 < f2 < . . .< f𝑘.

Тогда наша универсальная программа симулирует монотонные Фрак-
тран-1 1

2 -программы. Она кодирует такую программу тремя числами
M∗, M и d, которые определяются следующим образом.

Пусть d — какой-либо общий знаменатель всех упомянутых дро-
бей, и пусть данная Фрактран-1 1

2 -программа имеет вид
m∗1
d

m∗2
d . . .

m∗𝑗
d

�m1

d
m2

d . . .
m𝑘

d

�

.

Добавим теперь дополнительные числа m∗𝑗+1 и m𝑘+1, кратные d
и удовлетворяющие условиям

m∗1 <m∗2 < . . .<m∗𝑗 <m∗𝑗+1, m1 <m2 < . . .<m𝑘 <m𝑘+1

и
�1

2 M∗
�

¶ M,

где
M∗ = 2𝑚∗1 + 2𝑚∗2 + . . .+ 2𝑚∗𝑗+1 , M = 2𝑚1 + 2𝑚2 + . . .+ 2𝑚𝑘+1 .

Универсальная программа POLYGAME, стартующая с

2𝑁3𝑀5𝑀∗17𝑑−123,

симулирует данную Фрактран-1 1
2 -программу, стартующую с N. Эта

универсальная Фрактран-1-программа получена из Фрактран-програм-
мы с рис. 4. Соответственно, рассмотрим действие последней, когда
она стартует из узла 23 при r2 = N , r3 = M, r5 = M∗, r17 = d− 1.
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Рис. 4. Блок-схема для POLYGAME
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Программа работает примерно следующим образом. Когда най-
дено новое N, программа вычисляет его последовательные кратные
N , 2N , 3N , . . . , mN и при этом многократно уменьшает M вдвое, полу-
чая [M/2], [M/4], . . . , [M/2𝑚]. Если [M/2𝑚] нечётно, так что m равно
одному из m𝑖, то программа проверяет, кратно ли Nm числу d. Если
да, то программа обновляет M и берёт новое N = mN/d, кроме слу-
чая m = m𝑘+1 (т. е. [M/2𝑚] = 1), когда программа останавливается
в узле 1, причём регистр 2 содержит N , а остальные регистры пусты.
При первом проходе программа использует M∗ вместо M.

Регистры 13, 17, 19 функционируют как счётчики, причём их зна-
чения загружаются в таком виде, что мы сразу можем видеть, крат-
ны ли они d. Если r13= q, r19= r, r17= d−1− r, 0¶ r< d, то счёт равен
qd + r. Если программа приходит в узел 31 («входит в счётчик») при
этих значениях и затем приходит в узел 23 («покидает счётчик»), то
мы получаем

r13 = q, r19 = r + 1, r17 = d− 1− (r + 1) при r < d− 1,

r13 = q+ 1, r19 = 0, r17 = d− 1 при r = d− 1.

Иначе говоря, счёт увеличится на 1.
Таким образом, если программа стартует с 23 при r5 = r11 = 0

и r2 = N , то она увеличивает счёт на N при передаче N из регистра 2
в регистр 11, а затем идёт в узел 47 (где её первое действие — вер-
нуть N из регистра 11 в регистр 2).

После этих замечаний читателю не составит трудности проверить
переходы между конкретными конфигурациями, показанными в таб-
лице 2.

Пусть для некоторых положительных чисел d, N , M, M0, удовлетво-
ряющих неравенству

�1
2 M0

�

¶M, и переменных значениях m опреде-
лены числа M𝑚, q𝑚, r𝑚 по формулам

M𝑚 =
�M0

2𝑚

�

, mN = q𝑚d+ r𝑚 (0¶ r𝑚 < d).

Тогда таблица 2 показывает, что, кроме случая нечётного M𝑚 при
r𝑚 = 0, конкретная конфигурация из первой строки приводит к анало-
гичной конфигурации (из пятой строки), где m возросло на 1. В ука-
занном особом случае, если M𝑚+1 6= 0, мы получаем другую подобную
конфигурацию (в седьмой строке), но с нулевым значением m (и счё-
та), новым начальным значением M0=M для M𝑚 и новым значением
mN/d для N. Если же M𝑚+1 равно 0, мы попадаем на последнюю
строку таблицы и останавливаемся в узле 1, причём в регистре 2
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чё
тн

ое
M

m
не

чё
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стоит N , а остальные регистры пусты. В случае нечётного M𝑚 и r𝑚= 0
мы говорим о перезагрузке.

Пусть теперь программа стартует с конкретной конфигурации
в верхней строке таблицы, причём m=0, а начальное значение M0 ве-
личины M𝑚 равно числу 2𝑚0 +2𝑚1 + . . .+2𝑚𝑘+1 , где m0<m1< . . .<m𝑘+1,
причём m𝑘+1 кратно d. Тогда до следующей перезагрузки выполнены
эквивалентности

M𝑚 нечётно ⇔ m — одно из m𝑖,

r𝑚 = 0 ⇔ mN
d целое,

M𝑚+1 = 0 ⇔ m =m𝑘.

Значит, следующая перезагрузка будет при первом m𝑖, для кото-
рого m𝑖N/d целое, и произойдёт либо замена N на m𝑖N/d, а также m
на 0 и M𝑚 на M (если i < k), либо остановка в узле 1, причём тогда
в регистре 2 стоит N , а остальные регистры пусты (i = k).

На этом необходимые проверки заканчиваются. Вначале мы пола-
гаем m=0 и M0=M∗, но все последующие перезагрузки дают M0=M,
в соответствии с правилами для Фрактран-1 1

2 -программ.
Фрактран-1-программа — это Фрактран-1 1

2 -программа с M = M∗.
В этом случае можно использовать другое списочное число, а именно
7𝑀17𝑑−141.

§ 11. Применения, модификации, благодарности

Проблема Коллатца для функции

g(N)=

¨ 1
2 N (N чётно),

3N + 1 (N нечётно)

состоит в следующем: верно ли, что для любого натурального числа N
существует такое k, что g𝑘(N)= 1? Обзор по этой проблеме см. в ра-
боте [3].

Аналогичные вопросы можно поставить для более общих функ-
ций Коллатца g(N) = a𝑁 N + b𝑁, где a𝑁 и b𝑁 — рациональные числа,
зависящие лишь от значения N по модулю фиксированного числа D.
В работе [1] мы доказали, что не существует алгоритма для решения
произвольных проблем Коллатца. Действительно, для любой вычис-
лимой функции f (n) существует Фрактран-1-программа [ f1, f2, . . . , f𝑘]
со следующим свойством: если стартовать в 2𝑛, то первая следующая
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степень двойки равна 2 𝑓(𝑛). Другими словами, можно определить f
формулой 2 𝑓(𝑛) = g𝑘(2𝑛), где k — наименьшее натуральное число, для
которого g𝑘(2𝑛) — степень двойки, и функция g(N) вышеуказанного
вида равна f𝑖N для наименьшего i, при котором это число целое. Этот
результат выражает в явном виде теорему Клини о нормальной форме.

Заметим, что g(N)/N — периодическая функция с рациональны-
ми значениями, так что g(N) — функция Коллатца, для которой всегда
b𝑁 = 0. Таким образом, даже для функций Коллатца этого специально-
го типа невозможна разрешающая процедура. Применяя это рассуж-
дение к универсальной игре с дробями, можно получить конкретную
проблему типа Коллатца, не имеющую разрешающей процедуры.

(Отметим, что, разумеется, проблемы Коллатца с произвольным
b𝑁 труднее, а не легче решать. Например, можно сформулировать про-
блему, которая симулирует программу из 10 сегментов, причём в каж-
дом сегменте используются лишь числа с заданной цифрой на послед-
нем месте, а управление передаётся между сегментами лишь в опре-
делённые ключевые — и рекурсивно непредсказуемые — моменты.)

Джон Рикард сказал мне, что он нашёл универсальную программу
с семью дробями, имеющую вид 22𝑛 · c→ 22 𝑓(𝑛)

, и программу с девятью
дробями, имеющую вид 2𝑛 · c→ 2 𝑓(𝑛). Однако похоже, что его дроби
намного сложнее того, что можно будет когда-нибудь явно выписать.
В § 10 я применил одну из идей Рикарда2). Майк Гай оказал ценную
помощь в вычислении списочных чисел из § 2. Разумеется, ответствен-
ность за любые ошибки в этих числах полностью остаётся на нём.
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2) Недавно три школьника из Германии Леннарт Граббель, Юрий Каганский и Пауль
Зиверт создали универсальную Фрактран-программу («Polygame») всего лишь из
13 дробей; она имеет вид 29 ·2𝑐·2𝑛 → 22 𝑓(𝑛) · r(n), где r(n) — нечётный коэффициент,
несущественный для результата (пока не опубликовано).


