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Предисловие

Что такое математический кружок?

Когда о математике говорят в повседневной жизни, чаще всего
имеется в виду арифметика. Подобным образом и родители, оцени-
вая успехи своих детей в математике, часто исходят из того, насколь-
ко хорошо они справляются с решением типичных задач, встречаю-
щихся на экзаменах. Но в математических кружках занимаются со-
вершенно другими вещами.

В математическом кружке не учат считать и не готовят к те-
стам. Там занимаются той математикой, которая развивает логи-
ческое мышление, творческие способности, умение анализировать
и решать сложные задачи. Занятия в математическом кружке дают
ребёнку гораздо больше, чем просто набор новых математических
знаний. Кружок помогает детям обнаружить и развить свои способ-
ности; он вселяет в них интерес к математике и смежным с ней
наукам, который сохраняется на всю жизнь.

Интересные и увлекательные темы, которыми занимаются в ма-
тематическом кружке, обычно выходят за рамки школьной про-
граммы. Немалая часть занятия посвящается решению нестандарт-
ных задач. И задачи, и темы занятий подбираются так, чтобы сти-
мулировать творческие способности и развивать математическое
мышление. Нередко теория приходит к ученикам естественным пу-
тём, через задачи, которые они решают. Важную часть программы
составляют математические игры, соревнования, олимпиады.

И ещё математический кружок –– это такое замечательное ме-
сто, где дети, увлекающиеся математикой, могут познакомиться со
сверстниками со сходным складом ума. Кружок становится группой
по интересам, где его участники находят себе друзей.

Кружки предназначены для любознательных детей, которые ин-
тересуются математикой и точными науками, получают удоволь-
ствие от решения трудных задач и готовы изучать математику за
пределами школьной программы. Весьма вероятно, что большая
часть участников математического кружка не станут профессио-
нальными математиками, a проявят себя в совершенно других об-
ластях. Но математика останется для них добрым помощником как
в школьные и университетские годы, так и в дальнейшей жизни.
Математическая культура, способности к решению задач и навыки
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анализа, которые развиваются в математических кружках, послу-
жат надёжной опорой во многих профессиях

Об этой книге

Эта книга была изначально написана на английском языке, для
того чтобы помочь зарубежным читателям познакомиться с культу-
рой математических кружков.

Долгие годы такие кружки существовали только в России и в стра-
нах Восточной Европы. Но в последние годы внеклассные формы
обучения математике, в том числе кружки, становятся всё более по-
пулярными во многих странах мира.

Инициатива исходит и от родителей, и от учебных заведений.
Многие родители видят в таких занятиях возможность развить у де-
тей творческое мышление, повысить интерес к предмету и вооб-
ще к точным наукам. Другие стремятся ускорить развитие матема-
тических способностей, хотят, чтобы дети участвовали в матема-
тических соревнованиях и олимпиадах. Помимо этого, всё больше
университетов рассматривают устройство математических кружков
как свой вклад в образование школьников.

Таким образом, среди родителей и учителей математики в са-
мых разных концах земного шара растёт интерес к математическим
кружкам и к методике преподавания в них.

К сожалению, самообразование в этой области может занять
немало времени: количество литературы и других ресурсов пока
ещё не очень велико. Обычно будущему учителю приходится вни-
мательно изучать несколько книг и много придумывать самому, для
того чтобы сформировать преподавательский подход и разработать
программу для кружка.

Данная книга призвана ускорить этот процесс. В ней есть всё,
что необходимо для ведения кружка в течение целого года. Книга
разделена на 29 занятий; приводятся подробно изложенные темы
для обсуждения в классе, наборы задач, типичные детские ошибки,
решения, математические игры и конкурсы. Ещё одна цель книги ––
поделиться профессиональными навыками ведения кружка. Чита-
тель найдёт в ней советы о том, как организовать занятия, препод-
нести материал и избежать типичных ошибок.

Этой книгой можно пользоваться по-разному:
• взять её за основу при составлении программы кружка;
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• по мере необходимости брать из неё теоретический материал
и задачи по темам;

• пользоваться ей как сборником задач, конкурсов и игр.
В течение последних десяти лет автор этой книги активно участ-

вовала в проведении математических кружков в США. Эта книга
основана на её опыте и на материалах этих кружков.

Книга рассчитана на учеников –– классов. Школьники этого
возраста необыкновенно восприимчивы к обучению. Они любо-
знательны, легко впитывают всё новое, искренне гордятся неожи-
данным открытием или победой над трудной задачей. Показывать
юным ученикам красоту этой науки, наблюдать за их ростом и раз-
витием чрезвычайно увлекательно. А умение учиться и думать, при-
обретённое детьми в этом возрасте, сохранится на всю жизнь и ока-
жет неоценимую помощь в последующем образовании.

Об авторе

Меня зовут Анна Бураго. Я выросла в Санкт-Петербурге –– од-
ном из центров математической культуры. В пятом классе я впер-
вые пришла в математический кружок. С тех пор математика стала
увлечением всей моей жизни. Математический кружок –– одно из
самых приятных воспоминаний моих школьных лет. Я приобрела
не только знания, но и новых друзей. Замечательные преподаватели
и в школе, и в кружке всегда вызывали у меня уважение и вос-
хищение. Окончив физико-математическую школу, я продолжила
изучение математики в Санкт-Петербургском государственном уни-
верситете. На всём протяжении учёбы в университете я сама с увле-
чением вела математический кружок.

После того как мы с мужем переехали в США, я училась в аспи-
рантуре по специальности «математическая физика», а потом мно-
го лет занималась разработкой компьютерных программ. (Кстати,
опыт решения нестандартных задач очень помогает при прохожде-
нии собеседований на работу.) Идея математического кружка в пер-
вый раз возникла в нашей семье, когда наш старший сын перешёл
в пятый класс. Мы стали искать для него хорошую программу по вне-
школьной математике, но оказалось, что в наших краях (мы живём
в Сиэтле) были только центры подготовки к контрольным работам.

Мой муж Андрей –– выпускник математической школы и боль-
шой любитель внешкольной математики. Немного подумав, мы ре-
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шили, что сами откроем математический кружок! Этому решению
сильно помогло то, что нам было легко найти единомышленников.
Многие из наших друзей, живших неподалёку, тоже прошли через
математические школы и кружки и хотели того же для своих детей.

Мы собрались с духом, установили в гостиной классную доску
и объявили об открытии первого математического кружка города
Сиэтла. К нам пришли дети наших друзей, друзья наших детей, де-
ти друзей наших друзей и друзья друзей наших детей. К нашему
удивлению и гордости, этот первый кружок просуществовал восемь
лет –– до тех пор пока большинство участников не окончили школу
и не разъехались по университетам. Некоторые из наших выпуск-
ников теперь сами преподают в кружках.

Через три года после начала работы первого кружка был органи-
зован второй, потом третий, четвёртый, пятый... Движущая сила во
всех этих кружках –– добровольцы (родители и не только), которые
тратят своё время и усилия на обучение подрастающего поколения
премудростям математической науки. Не могу не упомянуть имена
наших замечательных преподавателей. Александр Гиль –– один из
руководителей нашего первого кружка и неотъемлемый участник
всех остальных. Люба и Сергей Малкины — замечательные препо-
даватели второго кружка, неизменные помощники во всех осталь-
ных и руководители многочисленных англоязычных кружков. Алек-
сандр Ващилло и Дмитрий Василевский –– руководители и движу-
щая сила для нескольких последующих поколений русскоязычных
кружков.

Сейчас город Сиэтл может гордиться своими разнообразными ма-
тематическими кружкам. Есть наша система русскоязычных кружков,
для которой мы придумали весёлое имя –– «Северо-Западная акаде-
мия наук» (Northwest Academy of Sciences). Также есть сеть англо-
язычных кружков Prime Factor, которую я основала, когда оконча-
тельно решила сменить профессию программиста на преподавате-
ля. Есть математические кружки при нашем университете, в кото-
рых успешно учили детей наши старшие выпускники, и есть ещё
много мест, где дети могут заниматься интересной и полезной ма-
тематикой.

Мы уверены, что наше дело далеко от завершения. Мы не ста-
ли дожидаться, пока наша младшая дочь дорастёт до пятого класса.
Вместо этого, когда ей было семь лет, мы открыли кружок для детей
её возраста. Теперь мы осваиваем науку ведения математических



 Предисловие

кружков для младшеклассников. Впереди у нас долгий путь с откры-
тиями, приключениями и сюрпризами.

Как возникла эта книга

Если относиться к математическому кружку серьёзно, он требует
от преподавателя огромных затрат времени. Надо выбрать подхо-
дящую программу. Для каждого занятия нужно продумать форму
подачи материала, подобрать задачи и сделать многое другое.

Конечно, по мере накопления опыта всё это становится проще.
Но первый кружок, который мы вели в США, потребовал от нас мас-
сы времени и усилий, хотя все мы преподаватели со стажем и в на-
шем распоряжении было множество материалов –– помимо англо-
язычной литературы по этой теме, обширная коллекция книг на рус-
ском языке.

Оказалось, однако, что большинство книг на английском язы-
ке рассчитано на более высокий уровень математической подготов-
ки, чем пятый класс. Книгами на русском языке также нужно было
пользоваться с осторожностью, так как оказалось, что не все темы
из них подходят для американских кружков. Дело в том, что школь-
ные программы по математике в США и России существенно раз-
личаются: американские школьники знают меньше своих русских
сверстников. Поэтому некоторые темы пришлось либо дополнить
изучением материала, который в России входит в школьную про-
грамму, либо вовсе исключить.

Неожиданной для нас оказалась проблема мотивации и вовле-
чённости участников. Вспоминая детство, мы все можем сказать:
математические кружки были одним из главных дел в нашей жизни.
Во многом это определялось средой –– математическими олимпиа-
дами, лагерями, школами. Участники наших первых американских
кружков находились в другой ситуации. Это были способные и лю-
бознательные дети, но математический кружок для них был одним
из многих внешкольных занятий.

Поэтому часть нашей работы состояла в том, чтобы убедить де-
тей: математика –– это увлекательно.

Самого по себе очарования необычных, интересных задач было
недостаточно: приходилось прибегать к специальным приёмам для
оживления занятий. Например, мы старались придумывать для за-
дач занимательные сюжеты. Мы также проводили множество раз-
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влекательных математических мероприятий: конкурсы команд, иг-
ры, олимпиады.

К чести наших участников, эти усилия оправдали себя: в каж-
дом из кружков сформировалась группа детей, для которых обуче-
ние в кружке стало очень важным и интересным.

Долгая жизнь нашего первого кружка объясняется двумя при-
чинами: наш небольшой коллектив преподавателей всегда работал
вместе, и мы все видели, насколько полезен кружок для его участни-
ков. Вести следующие кружки было значительно проще благодаря
накоплению опыта и учебных материалов.

Наш опыт оказался ценным не только для нас. На фоне растуще-
го интереса к математическим кружкам Американское математи-
ческое общество (AMS) и Институт математических исследований
в Беркли (MSRI) заинтересовались нашим опытом. Эта книга на-
писана по заказу AMS и MSRI, её цель –– подробно рассказать и по-
казать, как начинать математический кружок и чему учить детей
в первый год обучения.

Книга задумана и написана как ресурс, максимально облегчаю-
щий жизнь начинающего преподавателя. Она шаг за шагом прово-
дит читателя через уроки, подробно рассказывая, советуя и указы-
вая на типичные ошибки. Этот формат оказался очень удачным для
страны, в которой нет давних традиций, но есть большой интерес
к внешкольной математике.

Я очень благодарна издательству МЦНМО за возможность напе-
чатать эту книгу на русском языке. У российских читателей, конеч-
но же, гораздо больше опыта и больше возможностей для самообра-
зования в области математических кружков. Но я надеюсь, что эта
книга найдёт своих читателей, которым она поможет сориентиро-
ваться в мире математики, даст им материал для размышлений и,
наконец, облегчит жизнь и сэкономит время при подготовке и про-
ведении занятий.

Возраст участников

Эта книга предназначена для работы с учениками –– классов ,
не обязательно имеющими опыт занятий в математическом круж-
ке. Некоторые темы и задачи можно также включить в программу
кружка для детей помладше или постарше.

 Возраст пятиклассников в США (на начало учебного года) –– от 10 до 11 лет. ––
Прим. перев.
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Представленные в книге темы интересны и доступны участни-
кам с разным уровнем подготовки. Подборки задач тоже составлены
так, чтобы и начинающим, и опытным участникам было над чем по-
работать. Некоторые задачи решаются с помощью знаний, получен-
ных в кружке, а для других достаточно логики и здравого смысла.
В каждую подборку включено несколько дополнительных задач для
групп с более высоким уровнем подготовки.
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дарностей. Трудно перечислить всех тех замечательных людей, ко-
торые прямо или косвенно помогали мне в работе: одни –– советом,
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ко терпит все мои странности, увлечения и круглосуточную работу.
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я могу довести этот проект до конца. Пока я работала над книгой, он
совмещал должности болельщика, редактора, технического консуль-
танта, эксперта в области математики, а также громоотвода: именно
на него выливались все мои жалобы, расстройства и сомнения.

Мне очень повезло, что в моей жизни есть замечательная по-
друга Нелли Ткач –– филолог, знаток русского и английского язы-
ка, и человек, активно заботящийся о благе человечества. Главу за
главой, она редактировала со мной эту книгу, при этом терпеливо
обучая меня навыкам писательского мастерства и искусству работы
с текстом. Если бы не её вежливые и настойчивые и вопросы о том,
когда же будет готова следующая глава, то книга была бы закончена
намного позже.

Издательство AMS позаботилось о том, чтобы у этой книги был
замечательный технический редактор, профессор Сильвио Леви,
MSRI. Я благодарю его за все поправки, комментарии, предложе-
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тересно общаться. Идея писать эту книгу оказалась неожиданным
результатов одной из наших бесед.
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Планы занятий





Введение

Эта книга –– об искусстве преподавания в математическом круж-
ке. Наряду с обширными учебными материалами, мы обсуждаем
профессиональные приёмы, накопленные за долгие годы работы
в кружках.

Книга состоит из четырёх частей. Первая часть –– это учебная
программа математического кружка для –– классов, рассчитан-
ная на год. В этой части двадцать девять глав –– по числу занятий.
В каждой главе приводится подробный конспект занятия и даётся
подборка задач для самостоятельного решения. Мы рассказываем
о том, как лучше изложить тему, каких типичных ошибок следует
избегать и какие вопросы обычно задают дети. Для тех занятий,
на которые запланированы математические развлечения (турниры,
игры, олимпиады), мы даём советы по их подготовке и проведению.

Вторая часть посвящена математическим развлечениям. В ней
подробно рассказывается о конкурсах, олимпиадах и играх, кото-
рые мы любим проводить на занятиях.

В третьей части рассматриваются принципы преподавания в круж-
ке и некоторые вопросы организации занятий.

Наконец, четвёртая часть –– это подсказки, ответы и решения ко
всем задачам в книге.

Программа этой книги была опробована и отлажена на четы-
рёх математических кружках: в «Северо-Западной академии наук»,
в двух кружках центра Prime Factor и в центре Робинсон для юных
исследователей при университете штата Вашингтон. Все четыре
кружка служили источником вдохновения и одновременно испыта-
тельным полигоном. Опыт работы в каждом из кружков внёс свой
вклад в материал, включённый в книгу. Например, благодаря паре
очень способных участников из центра Робинсон в книгу попала
серия более трудных задач.

Один из этих четырёх кружков стал основой сюжета книги: имен-
но из него взята большая часть высказываний, вопросов и замеча-
ний участников. Этот кружок был очень неоднородным: в нём бы-
ло несколько «матёрых математических волков», которые посеща-
ли в своих школах математические клубы, участвовали в конкурсах
и получали призы. Остальные были новичками и пришли потому,
что хотели «попробовать что-то новое».
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В группе, о которой идёт речь, занимались пятиклассники, ше-
стиклассники и один талантливый четвероклассник. Занятия про-
ходили раз в неделю и продолжались два часа. В течение года состав
кружка изменялся: кто-то из участников уходил, приходили новые.
По большей части на занятиях было около десяти детей. Посколь-
ку в тексте книги встречаются замечания и реплики участников,
приведу здесь некоторые имена: Тара, Соннет, Кейси, Сэм, Эндрю,
Эмма М., Эмма К., Кевин, Брейди, Колин, Ришав и Дэвид.

О подборках задач

К каждому занятию в этой книге прилагается подборка задач,
содержащая от пяти до восьми задач. Чтобы сделать задание более
полезным и интересным, в подборку обычно включаются задачи по
разным темам.

Задачи также различаются по уровню сложности: самые трудные
отмечены звёздочкой. Дополнительные задачи, которые преподава-
тель может давать по своему усмотрению, отделены от остальных
задач горизонтальной линией.

Ко всем задачам в книге приведены решения. Они часто со-
провождаются разбором типичных ошибок, подсказками для участ-
ников и преподавателей и рекомендуемыми способами доходчиво
объяснить задачу. Поэтому прочитать решения будет полезно даже
опытному преподавателю.
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Как решить задачу

Сначала несколько слов о том, как пользоваться этой книгой.
Если предстоящее занятие математического кружка –– первое в ва-

шей жизни, сначала прочитайте главу «Как стать первоклассным пре-
подавателем математического кружка» (с. ). В ней вы найдёте
принципы преподавания в кружке и профессиональные секреты, кото-
рые помогут сделать кружок действительно интересным. Затем реко-
мендую просмотреть главу «Будни математического кружка» (с. ),
где предлагаются идеи по организации и структуре занятий.

Подготовка к занятию

Вот что нужно сделать для подготовки к первому занятию.
• Завести журнал кружка. Он предназначен для хранения учеб-

ных материалов –– подборок задач и записей к занятиям, а также
для учёта решённых задач.

• Составить список участников с информацией о каждом: класс,
возраст, адреса электронной почты и контактные телефоны роди-
телей и т. п. Как собрать эти сведения? Во-первых, можно полу-
чить их от родителей по электронной почте. Другой способ –– формы
интернет-регистрации. (Такую форму нетрудно создать с помощью
интернет-служб. Например, в Google Forms можно не только созда-
вать опросы, но и хранить их результаты.)

• Подготовить информационный листок для раздачи участни-
кам. На этом листке –– то, что нужно знать участникам и их родите-
лям: свой контактный телефон и адрес электронной почты, время
и место проведения занятий, список необходимых принадлежно-
стей и другие важные сведения.

• Распечатать в достаточном количестве экземпляров подборку
задач для первого занятия (она приведена в конце этой главы).

• Купить несколько коробок счётных палочек или спичек. Они
пригодятся для решения одной из задач первого занятия.
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План занятия

На первом занятии предстоит сделать много разных вещей. Луч-
ше записать их, чтобы ничего не пропустить.

1. Знакомство
2. Математическая разминка
3. Рассказ о математических кружках
4. Обсуждение темы занятия: «Что значит решить задачу?»
5. Решение задач

Знакомство и математическая разминка

Я представляюсь и знакомлюсь с участниками. Затем перехожу
к математической разминке. Разминка –– это чаще всего несколько
несложных занимательных задач. Отличный способ занять детей,
пока подтягиваются опоздавшие.

Перед тем как дать задачи для разминки, я объясняю, что они
не очень трудные, но требуют сообразительности. Чтобы их решить,
важно мыслить нестандартно и выдвигать неожиданные идеи.

Задача для разминки . В семье пять братьев. У каждого брата
одна сестра. Сколько всего детей в этой семье?

Задача для разминки . Некто положил две монеты в два ко-
шелька так, что в одном кошельке оказалось в два раза больше мо-
нет, чем в другом. Как он это сделал?

Сначала дети предлагают ничего не класть в один кошелёк, а в дру-
гой положить две монеты. Я объясняю, что тогда в одном кошельке
будет не в два раза больше монет, чем в другом, а на две монеты
больше. Следующая идея –– оставить оба кошелька пустыми (в два
раза больше нуля –– это всё равно нуль). Я отвечаю, что обе монеты
должны оказаться в кошельках. Наконец, я предлагаю участникам
представить себе большие, мягкие кожаные кошельки. С помощью
этой подсказки Эндрю находит верное решение.

Для преподавателей. Ответы к задачам для разминки и решения всех за-
дач приведены в части «Ответы и решения» (с. ).

Даже такая простая вещь, как разминка, не обходится без профес-
сиональных секретов. В главе «Будни математического кружка» (с. )
я рассказываю о разминке более подробно.

В первый раз я допустила ошибку: начала занятие не с разминки,
а с рассказа о математическом кружке. Пока я объясняла детям важные
организационные вопросы, подходили опоздавшие участники. В итоге
пришлось рассказывать всё сначала.



Занятие . Как решить задачу 

Что такое математический кружок?

Поскольку большинство участников пришли на математический
кружок впервые, мне пришлось вкратце объяснить, чего можно ожи-
дать от наших занятий. Не так-то просто рассказать за пять минут,
что такое математический кружок. Я подготовила короткое выступ-
ление, которым более или менее довольна.

«Сегодня первое занятие нашего математического кружка. Да-
вайте поговорим о том, что же это такое. Я скажу странную вещь:
на математических кружках не изучают математику. Я имею в ви-
ду, что мы не будем заниматься той математикой, которую вы изу-
чаете в школе.

Мы будем гораздо меньше считать, а вместо этого будем ре-
шать интересные и необычные задачи. Они будут самыми раз-
нообразными: логические задачи, головоломки, задачи, требую-
щие творческого мышления и строгих доказательств. Могу обе-
щать, что вы не раз испытаете ни с чем не сравнимое ощущение:
„Нашёл!“

Время от времени мы будем проводить математические игры
и конкурсы. Другие занятия будут посвящены различным спосо-
бам решения задач и элементам математической теории. А ещё
мы будем учиться объяснять решения. Для большинства задач,
с которыми мы будем иметь дело, недостаточно дать ответ: надо
ещё обосновать его.

У этого кружка есть ещё одна особенность. Я –– ваш препо-
даватель –– хочу, чтобы вы как можно больше разговаривали на
занятиях: прерывали меня вопросами, выдвигали идеи, угады-
вали ответы и даже спорили со мной. Учиться будет не скучно.
Если кто-то даст неверный ответ или выдвинет странную идею ––
замечательно: это часть процесса обучения. Странная на первый
взгляд идея может оказаться наилучшим шагом на пути к верно-
му решению».

На этом этапе я не касаюсь организации отдельных занятий: это
будет проясняться по мере необходимости.

Я напоминаю детям, что понадобится приносить с собой на за-
нятия: папку для хранения всех принадлежностей, тетрадь в клетку,
бумагу для черновиков, ручки, простые карандаши, пару цветных
карандашей, линейку. Калькуляторы не нужны.

Наконец, раздаю экземпляры информационного листка.
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Тема занятия:

«Что значит решить задачу?»

Одной из наших основных целей на первые несколько месяцев
будет развитие у участников кружка культуры логических рассуж-
дений. Мы узнаем, что решить задачу –– значит вывести ответ, а не
угадать его. А объяснить решение –– значит не просто дать ответ.
Решение должно содержать чёткое логическое обоснование всех его
этапов, с формулировкой предположений и выводов.

Поэтому весь остаток занятия мы говорим о том, как решать
задачу и как объяснять решение. Работаем над задачами вместе
(всей группой). Для этого занятия подобраны разнородные зада-
чи, не связанные с конкретной темой. Их объединяет общая цель:
дать участникам попробовать задачи математического кружка «на
вкус» и одновременно показать на примерах, что значит «объяс-
нить решение». Первые задачи довольно простые: они помогают
преодолеть психологический барьер. Ближе к концу задачи услож-
няются.

Для преподавателей. 1. Давайте детям задачи одну за другой. Призывайте
участников выдвигать идеи. Подытоживайте эти идеи, а в конце обсуж-
дения каждой задачи рассказывайте полное решение.

2. Не забывайте, что у детей разный уровень математической под-
готовки. Старайтесь, чтобы каждый внёс вклад в решение задачи. Убе-
дитесь в том, что каждый участник понял все этапы решения.

3. Подробнее об особенностях преподавания в кружке говорится
в главе «Как стать первоклассным преподавателем математического
кружка» (с. ).

Пример . Девочка и мальчик залезли на дерево, чтобы собрать
вишни для пирога. Девочка была старше и поэтому собрала в два ра-
за больше вишен, чем мальчик. Вместе они принесли домой 72 виш-
ни. Сколько вишен собрал каждый из детей в отдельности?

Рàçáîð ïðèìåðà 1. Начинаем с базового понятия: уточняем, что
означает «в два раза больше» (в одний из моих групп возникла пута-
ница с понятием «на два больше»). Затем обсуждаем, как предста-
вить «в два раза больше» наглядно. В группе рождается идея: в два
раза больше –– это две кучи по сравнению с одной кучей. Затем по-
является ещё один вариант: две корзины по сравнению с одной кор-
зиной.
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Мы останавливаемся на корзинах, поскольку нарисовать их про-
ще, чем кучи. Итак, я рисую на доске три корзины:

Сколько всего вишен в этих трёх корзинах? Оòâåò: 72.
Сколько вишен в каждой корзине? Оòâåò: 72 : 3=24.
Значит, мальчик собрал 24 вишни, а девочка 48.

Пример . Когда Женя получает пятёрку по русскому языку, она
всегда приходит домой в отличном настроении. Сегодня Женя при-
шла домой в отличном настроении. Значит ли это, что она получила
пятёрку по русскому языку?

Рàçáîð ïðèìåðà 2. Это тоже сравнительно простая задача. Об-
суждая её, мы вводим понятия причины и следствия. Эти понятия
получат дальнейшее развитие при разборе следующей задачи и на
следующем занятии.

Решение. В условии не сказано, что пятёрка по русскому –– един-

ственная возможная причина отличного настроения Жени. Могут
быть и другие причины: хорошая погода, пятёрка по математике
или что-нибудь ещё. Поэтому Женя могла получить отличную оцен-
ку по русскому, а могла и не получить.

Можно нарисовать схему причин и следствий:

На первый взгляд, для объяснения такой простой задачи можно
обойтись без схемы. Однако эта схема послужит удобной отправной
точкой при разборе следующей задачи.

Пример . У капитана Кука есть попугай Полли, который на-
кануне бури всегда чихает. Полли только что чихнул. Капитан Кук
говорит: «Мой попугай чихнул, значит, завтра будет буря». Верно
ли умозаключение капитана? Обязательно ли завтра будет буря?
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Рàçáîð ïðèìåðà 3. Эта задача кажется труднее предыдущей, хотя
основная идея та же самая. Трудность вызвана тем, что на этот раз
причина (буря) наступает позже следствия (чихание).

Сначала участники заявляют, что капитан Кук прав: завтра точ-
но будет буря.

Поэтому мы переходим к обсуждению возможных причин чи-
хания попугаев. То, что Полли сегодня чихает, может быть объяс-
нено разными причинами. Надвигающаяся буря –– только одна из
них; попугай может также чихнуть, например, из-за простуды или
аллергии на пыль.

Для наглядности мы рисуем схему причин и следствий и вместе
заполняем её.

Я подчёркиваю, что эта задача похожа на задачу про Женю и пя-
тёрку по русскому языку. В обеих задачах есть следствие, которое
может быть вызвано разными причинами. Если мы наблюдаем след-
ствие, мы не можем сделать вывод, что оно вызвано какой-то кон-
кретной причиной.

Итак: завтра может быть буря, но её может и не быть. Поэтому
умозаключение капитана неверно.

Пример . В абсолютно тёмной комнате стоит стеклянная ваза,
в которой 10 чёрных и 12 белых шаров. Какое наименьшее число
шаров надо вынуть из сосуда, чтобы можно было с уверенностью
сказать следующее:

а) среди вынутых шаров есть пара шаров одного цвета;
б) среди вынутых шаров есть пара чёрных шаров?

Рàçáîð ïðèìåðà 4. Это отличный пример задачи, в которой нетруд-
но догадаться до правильного ответа, а вот строго обосновать его зна-
чительно сложнее.

а) Участники сразу выдают ответ: 3. Я отвечаю, что меня надо
убедить в его правильности.

Как доказать, что 3 шара –– действительно «наименьшее возмож-
ное число»?
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Сначала надо показать, что если взять меньше трёх шаров, то
среди них может не оказаться пары одного цвета. Другими сло-
вами, число, меньшее чем 3, не может быть правильным ответом.
Затем нужно объяснить, что если взять 3 шара, то среди них обяза-

тельно найдётся пара одинаковых шаров.
Как доказать, что если взять меньше трёх шаров, то среди них

может не оказаться пары одного цвета? Достаточно привести при-
мер. Если мы вынули 2 шара, то, возможно, один из них чёрный,
а другой белый. В таком наборе нет пары шаров одного цвета. Сле-
довательно, меньше чем тремя шарами нам не обойтись.

Как объяснить, что среди трёх шаров обязательно найдётся пара

одинаковых? Это чуть-чуть сложнее. Предположим, что среди вынутых
шаров не оказалось ни одной одноцветной пары. Значит, среди них са-
мое большее 1 чёрный шар и самое большее 1 белый, т. е. всего самое
большее 2 шара. Но этого не может быть: ведь мы вынули 3 шара.

Можно объяснить эту часть решения по-другому, просто пере-
числив все возможные сочетания трёх шаров: 3 чёрных; 2 чёрных
и 1 белый; 1 чёрный и 2 белых; 3 белых. В каждом из этих сочетаний
есть пара шаров одного цвета.

б) Несколько человек дают правильный ответ: 14. Однако я на-
поминаю: надо убедительно объяснить, что 14 –– действительно наи-
меньшее возможное число.

Сначала докажем, что если взять меньше чем 14 шаров, то сре-

ди них может не оказаться чёрной пары. Действительно, возьмём
13 шаров. Может случиться так, что из них 12 белых и 1 чёрный.
В таком наборе нет чёрной пары. Поэтому для полной уверенности
в том, что у нас есть пара чёрных шаров, меньше чем четырнадца-
тью шарами не обойтись.

Теперь докажем, что если взять 14 шаров, то среди них обязатель-

но найдётся чёрная пара. В сосуде только 12 белых шаров. Следова-
тельно, в любом наборе из 14 шаров самое большее 12 белых. Значит,
в любом наборе из 14 шаров самое меньшее 2 чёрных шара (пара).

Для преподавателей. Обратите внимание участников на то, что рассуж-
дения типа «из 14 шаров 12 будут белыми и 2 чёрными» неверны. На
самом деле среди 14 шаров не обязательно ровно 12 белых и ровно 2 чёр-
ных: возможны другие сочетания.

Верными будут доказательства, в которых употребляются выраже-
ния «самое большее 12» и «самое меньшее 2» (или «не больше 12» и «не

меньше 2»).
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Для преподавателей. В этой задаче, как и во многих других, требуется
найти наименьшее (или наибольшее) число, при котором точно про-
изойдёт некоторое событие. Чтобы решить задачу такого типа, нуж-
но обосновать две вещи: необходимость и достаточность. Доказать
«необходимость» –– значит показать, что правильный ответ не может
быть меньше (или больше) предложенного участником. Доказать «до-
статочность» –– значит объяснить, что предложенный ответ в любом
случае гарантирует требуемый результат.

Идея «необходимости и достаточности» закрепляется в следующей
задаче и в подборке задач к этому занятию.

Пример . В абсолютно тёмной комнате стоит сундук с сокро-
вищами, в котором 25 рубинов, 15 алмазов и 4 сапфира. Какое наи-
меньшее число драгоценных камней надо вынуть из сундука, чтобы
можно было с уверенностью сказать следующее:

а) среди вынутых камней есть пара камней одного вида;
б) среди вынутых камней есть пара алмазов?

Рàçáîð ïðèìåðà 5. а) Оòâåò: 4.
Сначала докажем, что если взять меньше четырёх камней, то

среди них может не оказаться пары. Пример: среди трёх камней
может быть один рубин, один сапфир и один алмаз. В таком наборе
нет ни одной пары. Поэтому надо взять хотя бы 4 камня.

Теперь надо доказать, что если взять 4 камня, то пара обяза-

тельно найдётся. Если среди взятых камней нет ни одной пары,
значит, мы взяли самое большее 1 рубин, самое большее 1 сапфир
и самое большее 1 алмаз. Поэтому всего мы взяли самое большее
3 камня. Это противоречит предположению, что мы взяли 4 камня.

б) Оòâåò: 31.
Сначала докажем, что если взять меньше 31 камня, то пары

алмазов среди них может не найтись. Пример. Возьмём 30 камней.
Возможно, среди них 25 рубинов, 4 сапфира и 1 алмаз. В таком на-
боре нет пары алмазов.

Теперь объясним, что если взять 31 камень, то пара алмазов

обязательно найдётся. Среди 31 камня самое большее 25 руби-
нов и самое большее 4 сапфира. Значит, всего рубинов и сапфиров
самое большее 29. Следовательно, среди 31 камня самое меньшее
2 алмаза.

Для преподавателей. Когда дети объясняют достаточность ответа в таких
задачах, им часто кажется удобным рассмотреть «худший случай». На-
пример, «в худшем случае мы достанем один рубин, один сапфир и один
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алмаз» или «в худшем случае у нас 12 чёрных шаров и 2 белых». Это
не вполне удовлетворительное рассуждение, поскольку «худший слу-
чай» –– довольно расплывчатое понятие. Наша цель –– научить детей бо-
лее строгим объяснениям: «если нет пары, значит, у нас самое большее
по одному камню каждого вида» или «у нас самое большее 12 чёрных
шаров, значит, самое меньшее 2 чёрных».

Однако нужно учитывать возраст детей и то, что они пришли на
математический кружок в первый раз. К тому же им одновременно
предлагаются две новые идеи: доказательство из двух частей (необхо-
димость и достаточность) и обоснование достаточности. Для некоторых
это слишком много.

Поэтому можно порекомендовать временный компромисс: препода-
ватель подчёркнуто придерживается строгих рассуждений, когда объяс-
няет решение сам, и требует того же от самых способных участников.
А остальным детям на этом этапе вполне позволительно рассматривать
«худший случай».

Пример . Покажите, как разрезать показан-
ную на рисунке фигуру на две части, а затем, не на-
кладывая эти части друг на друга, составить из них
квадрат. Разрез должен проходить по линиям сетки,
но не обязательно должен быть прямой линией.

Рàçáîð ïðèìåðà 6. Эту задачу можно решать по-
разному, в том числе методом проб и ошибок, пробуя все возмож-
ные разрезы, до тех пор пока не наткнёмся на решение. Рано или
поздно решение найдётся, но этот способ может оказаться долгим.

Попробуем применить метод проб и ошибок «с умом». Вычислим
размеры квадрата. Поскольку фигура на рисунке имеет площадь 16,
площадь квадрата тоже должна быть равна 16. Поэтому квадрат дол-
жен иметь сторону 4. Теперь, зная длину стороны квадрата, попро-
буем мысленно наложить его на исходную фигуру. Первая идея, ко-
торая приходит в голову: возможно, нижний край фигуры (длина
которого тоже равна 4) совпадает с нижней стороной квадрата. Эта
догадка приводит к верному решению. Правильный разрез приве-
дён в разделе «Решения» (с. ).

Пример ∗. На дне рождения Робина Гуда его подруга Мэри-
ан решила узнать, сколько ему лет. Малютка Джон сказал ей, что
Робину не меньше 25 лет. Брат Тук заявил, что Робину не меньше
чем 24. Сколько лет Робину Гуду, если известно, что ровно один из
двух друзей солгал?



 Раздел . Планы занятий

Рàçáîð ïðèìåðà 7. На занятии с новичками приходится подска-
зывать все основные этапы решения. Зато к концу года, набравшись
опыта в рассуждениях про рыцарей и лжецов, дети решают такие
задачи без труда.

Решение. Мы знаем, что ровно один из друзей солгал. Значит,
либо Малютка Джон солгал, а Брат Тук сказал правду, либо Малютка
Джон сказал правду, а Брат Тук солгал.

Предположим, что Брат Тук солгал, а Малютка Джон сказал прав-
ду. Это значит, что утверждение «Робину не меньше 24 лет» ложно.
Другими словами, Робину меньше 24 лет (23 года или меньше). Од-
нако по словам Малютки Джона, который сказал правду, Робину не
меньше 25. Но Робин не может быть одновременно моложе 24 и не
моложе 25. Следовательно, наше предположение, что Брат Тук со-
лгал, неверно.

Значит, Брат Тук сказал правду, а Малютка Джон солгал. Малют-
ка Джон утверждает, что Робину не меньше 25 лет (25 или больше).
Поскольку это ложь, Робину на самом деле 24 года или меньше. По
словам Брата Тука, сказавшего правду, Робину не меньше 24 лет. Из
этих двух утверждений следует, что Робину ровно 24 года.

Наконец, наступает время решать задачи самостоятельно.

О подборках задач и домашнем задании

Я объясняю участникам, что на каждом занятии они будут полу-
чать подборку задач для самостоятельного решения. Вряд ли кто-то
успеет решить все задачи до конца занятия. Нерешённые задачи ––
это домашнее задание к следующему разу.

Некоторые из этих задач довольно хитрые, и вполне возможно,
что решить какие-то из них не получится. Но попробовать всегда
стоит. Кому-то поможет обсуждение задач с другими участниками
кружка. Это интересные задачи, и родители тоже могут увлечься их
решением.

Полностью записывать текст решения не обязательно. Доста-
точно записать ровно столько, чтобы по этим записям можно было
вспомнить решение и рассказать его на занятии.

После этого вступления я раздаю задачи, при этом придерживаясь
рекомендаций из раздела «Как организовать решение задач» (с. ).

Весь остаток занятия участники работают над задачами. Я пе-
риодически напоминаю им, что охотно отвечу на любые вопросы,



Занятие . Как решить задачу 

и предлагаю рассказывать решения (подними руку; расскажи мне,
как ты решил задачу).

Подборка задач

Предварительные замечания. Головоломка с рыбкой (задача 2). Получив
в руки спички, дети сразу начнут решать головоломку и перестанут
слушать преподавателя. Поэтому спички раздаются в последнюю оче-
редь –– после листков с задачами.

Задачи 7 и 8. Это «дополнительные» задачи. Они включаются в подбор-
ку, если для некоторых участников остальные задачи слишком простые.

Задача 1∗. а) Бобёр распилил элек-
тропилой бревно на поленья. Он сделал
25 распилов. Сколько получилось поле-
ньев?

б) Бобёр распилил два бревна на
поленья. Всего он сделал 40 распилов.
Сколько получилось поленьев? (Приме-

чание. Бобёр никогда не пилит два брев-
на одновременно. Он не обязательно распиливает бревна на одина-
ковое количество поленьев. Поленья могут быть разной длины.)

в) Тот же вопрос, если брёвен было три, а распилов 50.
Задача . Переместив только три спички,

сделайте так, чтобы рыбка плыла вправо.

Задача . В ящике лежат 14 красных и
10 синих шаров. Ящик находится в абсолют-
но тёмной комнате. Какое наименьшее число
шаров надо вынуть из ящика, чтобы можно
было с уверенностью сказать следующее:

а) среди вынутых шаров есть три шара одного цвета;
б) среди вынутых шаров есть три синих шара?
(Обосновывая оба ответа, помните, что рассуждение должно

состоять из двух частей. Сначала докажите, что если взять мень-

шее число шаров, то нужного сочетания шаров может не полу-

читься. Затем докажите, что ваш ответ в любом случае гаран-

тирует нужное сочетание.)

Задача . В коробке лежат 39 носков. Среди любых двух из этих
носков есть хотя бы один синий. Хотя бы один носок в коробке крас-
ный. Сколько красных носков в коробке?



 Раздел . Планы занятий

Задача . Четыре участницы ма-
тематических кружков из разных
городов –– Москвы, Санкт-Петербур-
га, Самары и Челябинска –– провели
вместе две недели в летнем матема-
тическом лагере. Их имена: Маша,
Даша, Ксюша и Наташа. Вот что про
них удалось узнать.

1. Маша и девочка из Челябинска
жили в одной комнате.

2. Маша никогда не была ни в Москве, ни в Самаре.
3. Однажды в лагере провели футбольный матч. Ксюша играла

в одной команде с девочкой из Москвы. Девочка из Челябинска бы-
ла в другой команде.

. Наташа часто играла в шахматы с девочкой из Москвы.
Определите, в каком городе живёт каждая девочка.

Задача . Самолёт вылетает из Мурманска и летит точно на се-
вер. Пролетев 300 километров, он поворачивает и летит ещё 300 ки-
лометров точно на запад. Затем снова поворачивает и летит 300 ки-
лометров точно на юг и ещё 300 километров точно на восток. После
этого самолёт приземляется. Окажется ли он в том же месте, из ко-
торого вылетел?

(Подсказка. Решить эту задачу поможет глобус.)

Задача . В ящике 30 пар оранжевых перчаток и 20 пар чёр-
ных перчаток. Какое наименьшее число перчаток надо (не глядя)
достать из ящика, чтобы можно было с уверенностью сказать следу-
ющее:

а) среди вынутых перчаток есть пара перчаток одного цвета;
б) среди вынутых перчаток есть пара чёрных перчаток?
(Учтите, что в каждой паре перчатки разные: одна для левой

и одна для правой руки.)

Задача . Сколько слонов и верблюдов в зоопарке города Урю-
пинска, если известно, что всего у этих животных 22 уха, а горбов
в 9 раз больше, чем хоботов? (Все верблюды в этом зоопарке дву-
горбые.)



 Раздел . Решения

Осталось неизвестным число, стоящее на пересечении четвёр-
той строки и четвёртого столбца. Но мы знаем, что произведение
этого числа и первых трёх чисел в четвёртой строке равно 1. Вспом-
нив, как мы восстанавливали эти три числа, определим их произве-
дение: оно равно произведению всех девяти чисел в таблице 3×3.
Поэтому по числам в таблице 3×3 можно определить число на пе-
ресечении четвёртой строки и четвёртого столбца: это 1, если про-
изведение чисел в таблице 3×3 равно 1, и −1, если это произведе-
ние равно −1.

Сделаем вывод: как бы ни была заполнена таблица 3×3, осталь-
ные клетки таблицы 4×4 можно заполнить с соблюдением нашего
условия, причём единственным способом. Если таблицы 3× 3 за-
полнены по-разному, то и соответствующие таблицы 4×4 будут за-
полнены по-разному. Значит, если подсчитать все способы заполне-
ния таблицы 3× 3 числами +1 и −1, то получится ответ к задаче.
Это 29.
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